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Kapitel 1

Einleitung

Wir wollen im folgenden verschiedene Mafibegriffe fiir die Komplexitéitsklasse P untersuchen.
Die Griinde dafiir, iiberhaupt ein Mafl auf Komplexititsklassen einzufiihren, sind vielfiltig, z.B.
erlaubt uns ein MafBbegriff, eine Variante der probabilitischen Methode anzuwenden, d.h. die
Existenz einer Sprache mit bestimmten Eigenschaften in P dadurch zu beweisen, dass man zeigt,
dass die Menge der Sprachen mit dieser Eigenschaft in P Mafl 1 hat.

Der erste Ansatz fiir ein Maf3 auf einer Komplexitéitsklasse, ndmlich auf E bzw. EXP stammt
von Lutz [L]. Hier soll es darum gehen sein Konzept auf P zu iibertragen. Dabei tritt ein
charakteristisches Problem auf (siehe 4.1), fiir das es mehrere mogliche Losungsansitze gibt. Wir
werden drei bereits bekannte Losungen vorstellen, eine eigene erarbeiten, und sie alle auf Vor-
und Nachteile untersuchen.

In Abschnitt 6 werden wir dann noch einen Schritt weitergehen, und versuchen, verschiedene
Resultate im Zusammenhang mit « Komplexitétsschichten » zu zeigen. Dabei bedeutet « Schicht »
dass wir Mengen von Sprachen betrachten werden, die sich statt durch Uberdeckungen beliebiger
polylogarithmischer Zeitschranken durch solche mit Schranken von der Gestalt log” |w| mit festem
k iiberdecken lassen.

Herrn Prof. Dr. Klaus Ambos-Spies danke ich fiir die Themenstellung und die laufende Beratung
bei einer Reihe von schwierigen Stellen. Mein Dank gilt ebenfalls Herrn PD Dr. Wolfgang
Merkle fiir seine umfangreichen Korrekturvorschlége, die mir halfen, eine Reihe von Fehlern und
Unklarheiten zu beseitigen.
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Kapitel 2

Definitionen und Notationen

Im folgenden soll es darum gehen, Komplexitatsklassen mit Maflen zu versehen — zunéchst
allgemein, spéter speziell die Klasse P. Wir werden dabei das aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
stammende Konzept der Martingale verwenden. Ein Martingal d ist (in unserem Spezialfall) eine
Abbildung {0,1}* — R{ mit der Eigenschaft

d(w) = d(w0) + d(wl). 2.1)
2
Fiir eine (endliche oder unendliche) 0/1-Folge w fiithren wir folgende Notationen ein: wli...j] seien
die Stellen ¢ bis j von w, wli] entsprechend die i-te Stelle. Die Stellen werden ab 0 gezéhlt. Wir
kénnen eine Sprache L mit einer unendlichen 0/1-Folge w identifizieren, indem wir alle moglichen
Worter in {0, 1}* zuerst nach Liange und dann lexikographisch aufsteigend durchnummerieren,
und dann w[i] auf 1 setzen, falls das i-te Wort in L ist, und auf 0 sonst. Dieses w nennen wir
dann die charakteristische Folge von L. Wenn ein Wort x in der lexikographischen Ordnung die
i-te Position erhélt, so schreiben wir pos(z) = i. Wir werden Sprache und charakteristische Folge
miteinander identifizieren; dies erlaubt es uns z.B. Mengenoperatoren auf w anzuwenden. Wir

schreiben L | x fiir w[0...(pos(z) — 1)].

Wenn wir nun eine Sprache L auf diese Weise mit ihrer charakteristischen Folge identifizieren, so
konnen wir auf Anfangsstiicke L [ « dieser Folge das Martingal anwenden. Ein Martingal kann
man sich dann als eine Funktion vorstellen, die den Verlauf des Kontostandes eines Spielers angibt,
der auf Bits der charakteristischen Folge wettet. Dabei erhélt es immer die schon gesehenen Bits
als Eingabe, denn davon hingt natiirlich i. Allg. der Kontostand ab.

Wir sagen ein Martingal d tberdeckt eine Sprache L, wenn

limsupd(L | z) = o0
n—oo
gilt und schreiben dafiir L € S*°[d]. Eine Klasse von Sprachen wird bedeckt, wenn es ein Martingal
gibt, dass alle Sprachen in der Klasse bedeckt. Wir definieren: Eine bedeckte Menge hat das Maf}
0. Eine Menge deren Komplement das Maf3 0 hat, habe das Maf} 1.

Einem Martingal liegt eine bestimmte Strategie zu Grunde, diese gibt immer an, welcher Anteil
des aktuell vorhandenen Geldes in der nichsten Wette auf das Ergebnis « 0 » gewettet wird; der
Rest wird (der hier benutzten Konvention nach) immer auf « 1» gesetzt. Eine Strategie erhélt
wie das Martingal den bisherigen Wettverlauf als Eingabe. Eine geschickt gewihlte Strategie
wiirde dann versuchen, aus diesen Informationen auf die zukiinftige Entwicklung zu schlieflen,
und dadurch Gewinn zu machen. Wenn eine Strategie an einer bestimmten Stelle % ausgibt, so
bedeutet das, dass der Wert des Martingals sich im folgenden Schritt nicht &ndert.

7



8 KAPITEL 2. DEFINITIONEN UND NOTATIONEN

Wir werden im Folgenden davon sprechen, dass eine Strategie (oder das zugehérige Martingal)
an einer bestimmten Stelle wettet. Das bedeutet dass der Wert der Strategie an dieser Stelle
#* % ist. Natiirlich kann es vom bisherigen Verlauf abhéngig sein, ob eine Strategie auf einem
bestimmten Wort x wettet oder nicht.
Es gilt

1L | 2| ~ 2
und wir schreiben im folgenden w fiir L | x wenn wir iiber das Verhalten eines Martingals an
einer bestimmten « Stelle » (d.h. bei einem bestimmten Wort) x reden.
Wenn wir spiter die verschiedenen MaBansitze einfithren, so werden wir von « I'», « I'Z », « 2 »,
«.F » bzw. « X » sprechen, um klarzumachen, auf welchen der verschiedenen Maflansitze wir uns
jeweils beziehen.
Wenn von einer « Uberdeckung » gesprochen wird, so kann damit ein Martingal oder auch eine
Strategie mit den im jeweiligen Kontext verlangten Eigenschaften gemeint sein.

Fiir alle Zeitklassen, tiber die wir sprechen, gelte DTIME(.) = DTIME(O(.)).



Kapitel 3

Ressourcenbeschrianktes Mail in
Exponentialzeit

Bisher haben wir beliebige Martingale betrachtet. Um diesen allgemeinen Ansatz auf E im
Speziellen anwenden zu konnen, betrachten wir nach Lutz [L] nur noch bestimmte Martingale,
und zwar solche die in Zeit

O(w|7M) = O((21)°1) = o2

berechenbar sind. Das Maf}, das wir auf diese Weise erhalten, bezeichnen wir aus naheliegenden
Griinden mit fip01y. Die Motivation, fiir die beschriebene Beschrénkung der Laufzeit der Martingale
besteht darin, dass wir — wenn wir auf E ein Maf3 einfithren — auch erreichen wollen, dass
poly (E) # 0 gilt. Dies kénnen wir unter Ausnutzung der Beschrénkung folgendermafen zeigen.

Satz 1 (Lutz [L]). Es gilt ppory (E) # 0.

Beweis. Sei d gegeben. Wir konstruieren eine Sprache L € E, welche von d nicht iiberdeckt wird:
Wihle die Bits von L (induktiv!) so, dass d entlang L nie Gewinn macht (Diagonalisierung). Es
bleibt zu zeigen, dass die Sprache L auch in E ist. Zeige also: Der Zeitaufwand, um =z € L zu
priifen, ist linear exponentiell. Wegen

Def. L
p——————

xeL d((L | z)L[z]) < d(L | x)

miissen wir dafiir L | 2 kennen.! Diesen String rekonstruieren wir nun Bit fiir Bit von Anfang an.
Dafiir benotigen wir maximal O(2/#l) Aufrufe des Martingals (fiir alle vor 2 kommenden Wérter)
und jeder solche Aufruf dauert 2/*1'°(1) lang, da wir die Laufzeit des Martingals ja so beschrinkt
hatten. Insgesamt benotigen wir also

02100y . o2kl

fiir die Berechnung, also ist L € E. O

Im Allgemeinen konnte der Wert von d an der jeweiligen Stelle von allen Bits in L | = abhiingen; genauso
moglich wire aber, dass dem Martingal nur bestimmte Bits von L | x bekannt sein miissen, oder — in ganz einfachen
Fillen — sogar kein einziges (z.B. bei einem Martingal, das nie wettet). Je mehr Bits erforderlich sind, umso
aufwindiger die Rekursion. In Kiirze werden wir genau an dieser Stelle ansetzen, um die Rekursionen einfach zu
halten.
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Wiirden wir statt der exponentiellen Beschrénkung in |z| z.B. eine exponentielle in |w| wéhlen,
so wiirden wir eine Laufzeit von

O20Wy) . o(2lzly = o200 . gll)

erhalten und die durch die Diagonalisierung entstandene Sprache ldge i. Allg. nicht mehr in E.
AuBerdem lasst sich sogar leicht zeigen, dass mit dieser Schranke E das Mass 0 erhalten wiirde.

Auf E gilt, dass die Vereinigung C einer Familie (C;); von Nullmengen wieder eine Nullmenge
ist, falls es eine Maschine gibt, die uniform und mit einer Zeitschranke der Form 20(n) die
Uberdeckungen d; fiir die C; berechnet. Wir werden im Folgenden unsere Mafle auf P auf ihr
Verhalten bei Vereinigungen untersuchen, und legen dabei die Situation auf E als Mafistab an,
um zu beurteilen, ob sich die betrachteten Mafle beziiglich Vereinigungen « gut » verhalten.



Kapitel 4

Verschiedene Ansatze fiir ein Maf in
Polynomialzeit

4.1 Diagonalisierungsprobleme in Polynomialzeit

Versuchen wir auf P genauso wie im letzten Abschnitt auf E vorzugehen, so miissen wir aus dem
selben Grund (also damit die Diagonalisierung klappt) die Laufzeit der Martingale mit

log% fu| = (log 27O = [0

beschrinken. Man beachte, dass polylogarithmische Zeit in |w| das selbe ist wie polynomielle
Zeit in |z|. Entsprechend werden wir im Folgenden abwechselnd von « |w|-polylogarithmisch »
oder « |z|-polynomiell » sprechen.

Nach Konvention bekommt die Maschine, die ein Martingal berechnet, als wirkliche Eingabe nicht
das Anfangsstiick der charakteristischen Folge, sondern nur seine Linge (logarithmisch kodiert),
sowie wahlfreien Zugriff (random access) auf die einzelnen Bits des Strings. Das bedeutet, dass
die Maschine ein Orakelband besitzt, auf das sie die Adresse eines Eingabebits schreiben kann;
der Eingabemechanismus liefert dann das entsprechende Bit, das an dieser Stelle steht, zuriick.
Diese Konstruktion ist erforderlich, da wir sonst ja alleine fiir das Durchlaufen aller Bits bereits
mehr Zeit bendtigen wiirden als erlaubt.

Bei der Diagonalisierung erhalten wir zur Berechnung von L(z) nun eine Laufzeit von
O(Jz[7W) - 0(2).

Denn jeder Aufruf des Martingals dauert zwar jetzt weniger lang, aber die Anzahl der beno-
tigten Aufrufe bleibt gleich grof3. Das Produkt ist nicht wie gewiinscht polynomiell; die durch
Diagonalisierung entstehende Sprache ldge also im Allgemeinen nicht wie gewiinscht in P.

4.2 Schranken auf Abhingigkeitsmengen

Dieser Ansatz stammt von Allender und Strauss [AlS] und im Mittelpunkt steht dabei das
folgende Konzept.

Definition 2. Fir eine Maschine M und eine Fingabelinge | sei

Hppp o= {i| 3w : |[w| = I A bei Berechnung von M (w) wird das Bit mit Adresse i gelesen}

11



12 KAPITEL 4. VERSCHIEDENE ANSATZE FUR EIN MASS IN POLYNOMIALZEIT

Weiter definieren wir induktiv firl = 0,1,2,... die Abhdngigkeitsmengen G, als den transitiven
Abschluss der Hyry in dem Sinne, dass gilt

- Hyy € Gy
- pOS(LE) € GM,l = GM,pos(m) - GM,Z

— Gy ist die kleinste Teilmenge von N mit diesen Eigenschaften.

Wir werden im Folgenden fiir ein Martingal d nur noch von Abhéngigkeitsmengen G4, sprechen.
Dabei sei implizit eine Maschine M gewéhlt, die d berechnet.

Die Bits in der Abhéngigkeitsmenge G |, legen also fiir alle w einer bestimmten Lénge den Wert
von d(w) fest. Dabei werden diese Bits iiber alle Eingaben w der entsprechenden Linge betrachtet,
und es wird der transitive Abschluss betrachtet, also zu jeder Stelle ¢ in der Abhéngigkeitsmenge
sind wiederum die Stellen in der Abhéingigkeitsmenge, von denen das Kapital an Stelle 4 abhéngt.

Alle Worter, auf denen d wettet, sind in der Abhéngigkeitsmenge an der entsprechenden Stelle
und an allen folgenden Stellen.

Satz 3. Fulls beziiglich einer Vorgeschichte w ein Kapital d(w) # 0 vorhanden ist und auf die
ndachste Stelle i = |w| ein Betrag s(w) # % gewettet wird, so ist i in der Abhdingigkeitsmenge G
aller Stellen j > i.

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion iiber [ mit ¢ + 1 = j.

Induktionsanfang: Sei [ = 0. Nehme an, auf ¢ wird (bzgl. w) gewettet. Da d(w) # 0 ist, folgt
d(w0) # d(wl),
was wiederum impliziert, dass, um d(w L[z]|) zu berechnen, L[z] bekannt sein muss.

Damit ist dann auch € Gg40.

Induktionsschritt [ — 1 — [: Sei b € {0,1} der Ausgang der Wette an Stelle 3.
Angenommen fv : [v] =1 — 1 A s(wbv) # . Dann gilt fiir alle v
d(wbv0) = d(wbvl) = d(wbv).

Das Martingal hat also an der Stelle |w|+ 1+ |v|+ 1 immer den gleichen Wert wie an Stelle
|w| + 1+ |v|. Nach Induktionsannahme héngt letzterer Wert vom Ausgang der Wette an
Stelle ¢ ab. Also hingt auch der neue Wert hiervon ab.

Es gelte also 0.E. Jv : s(wbv) # 3. Das (vor der Wette) vorhandene Kapital d(wbv) hingt
nach Induktionsannahme vom Ausgang der Wette auf ¢ ab, sagen wir also z.B.
d(wbv) < d(w(1 —b)v).
Damit ¢ € Gg juw|+1+[v|+1 gelten kann, muss gelten:
d(wbv0) = d(w(l —b)v0) A d(wbvl) =d(w(1 —b)vl)
Dann wéire aber

d(wbv) = d(wbv0) —;— d(wbvl) _ d(w(1 — b)v0) —;— d(w(1l — b)vl) — d(w(1— b))

Also muss ¢ € Gy |y|4+1+[v|+1 gelten.
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Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 4. s(A\) =3, s(0)=1, s(1)=0.
Dann bendgtigt man, um d[s| fir Worter der Linge 2 zu berechnen, sowohl das erste als auch das

zweite Bit, obwohl auf dem ersten nicht gewettet wurde:
d(00) =2, d(01)=0, d(10)=0, d(11)=2.

Definition 5. Eine Folge von Mengen (A;); heiffe n-polylogarithmisch druckbar, wenn es eine
Maschine M und eine Konstante k gibt, so dass M bei Fingabe 1™ alle Elemente x € A,, in Zeit
logh n ausgibt.

Wenn wir die Abhéngigkeitsmengen eines Martingal so beschrinken, dass sie |z|-polynomiell
druckbar sind, klappt die Diagonalisierung, da dann rekursiv nur wenige Rechenschritte erfor-
derlich sind. Dies liefert uns einen Maflansatz, den wir im Folgenden mit I'-Maf3 bezeichnen
wollen.

Definition 6. FEin I'-Martingal ist ein Martingal, dessen Abhingigkeitsmenge |z|-polynomiell
druckbar ist.

Wie in Abschnitt 4.1 erwéhnt, werden wir abwechselnd die beiden dquivalenten Begriffe |x|-
polynomiell druckbar und |w|-polylogarithmisch druckbar verwenden.

Definition 7. Wir sagen, eine Menge C habe I'-Mafl 0, wenn es ein I'-Martingal gibt, das C
iiberdeckt, und schreiben dafiir u' (C) # 0.

Definition 8. Die Klasse der diinnen Mengen sei definiert als

SPARSE := {A C {0,1}* | 3 Polynom p Vn #{x |z € AA |z| =n} < p(n)}

Leider bedeutet die Beschrankung der Abhéingigkeitsmengen eine starke Einschrinkung der
Rechenkraft der Martingale; z.B. kann man zeigen, dass sich SPARSE nicht mit solchen
Martingalen bedecken lasst:

Satz 9. Es gilt u" (SPARSE) # 0.

Beweis. Sei d ein I'-Martingal. Wir konstruieren eine Sprache L € SPARSE, die nicht von d
bedeckt wird wie folgt: Wo das Martingal nicht wettet setze x ¢ L. Wo das Martingal wettet,
diagonalisiere gegen d. Da das Martingal nur polynomiell oft (relativ zu |z|) wetten kann (siehe
Satz 3), sind pro Wortldnge nur polynomiell viele Worte in L — L € SPARSE. O

SPARSE wird also von diesem Maf nicht bedeckt. Die Sprachen darin sind aber sehr einfach,
es reicht, immer mit einem festen Anteil des Kapitals auf « 0 » zu tippen, um unbeschriankten
Gewinn zu erzielen. SPARSE sollte also — intuitiv betrachtet — ohne weiteres zu bedecken sein.
Allgemeiner gesprochen: Wir sind mit dem Ergebnis u' (SPARSE) # 0 nicht zufrieden, da im
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klassischen Lebesgue-Sinn die Sprachen mit Dichte € < % das Maf} 0 haben. Falls moglich, hdtten
wir diese Eigenschaft auch gerne fiir unser Maf3 auf P.

Dass dies hier nicht funktioniert, liegt daran, dass das Martingal nach Definition immer das
aktuelle Kapital ausgibt; dieses hdngt aber von sehr vielen vorherigen Ereignissen ab. Fiir ein
Martingal, das viele Wetten tétigt, wire die Abhéngigkeitsmenge also grof3, und das Martingal
damit unzuldssig — selbst wenn die Wetten sehr «einfach » wiren. In Abschnitt 4.6 werden
wir einen alternativen Maflansatz betrachten, der sich in genau dieser Hinsicht von dem hier
betrachteten unterscheidet.

Satz 10. Es gilt fir alle Sprachen L € SPARSE, dass ' ({L}) = 0.

Beweis. Da L € SPARSE, existiert ein Polynom p, so dass fiir alle n gilt #L=" < p(n). Definiere
ein Martingal wie folgt: Auf den ersten 3p(|z|) Wortern der Linge || wird mit festem Einsatz
auf 0 gewettet. Im « worst case » kénnen p(|x|) dieser Worter in L liegen, das Martingal wird also
unbeschrinkt. Die Grofle der Abhéngigkeitsmenge des Martingals ist ebenfalls durch O(3p(|z]))
beschrénkt, also polylogarithmisch in |w|. O

Abschlielend wollen wir untersuchen, welche zufilligen Folgen dieser Maflansatz generiert. Das
folgende Resultat zeigt, dass sich eine Sprache konstruieren lisst, die einen im Grenzwert nicht
verschwindenden Uberschuss an Oen aufweist, und die dennoch relativ zum I'-Maf} zufillig ist.

Satz 11. Zu jedem € > 0 gibt es ein L, so dass gilt

i <n | L[i] =
L D-zufillig A lim #{i<n | L[i] = 0}

n—oo n

>1—c.

Beweis. Wir erzeugen in langenanwachsender, lexikographischer Reihenfolge die ersten |log |w||
Bindrworter. Wir interpretieren diese Worter als Kodierungen fiir Turingmaschinen und lassen
nun eine universelle Maschine diese Codes ausfiihren, normieren die simulierten Funktionen
aber so, dass d; fiir jedes i ein I'-Martingal mit Schranke log'°8’ |w| bei Eingabe w ist und die
Eigenschaft

di(X | x) := 27" fiir log|X [ z| <4

hat (da wir keine Laufzeitschranke einzuhalten haben, stellt diese Normierung kein Problem
dar). Die Konstanz des Martingals auf dem Anfangsstiick wird uns gleich die Summation der d;
erleichtern; der mit 27% gewihlte Startwert wird dafiir sorgen, dass die Summe der Martingale
iiberhaupt konvergiert.

Wir definieren nun ein Martingal

[log | X =[] -1 o0

wxin=Sax o= L axiDe 3 o
i=0

i=0 [log | X ]

Da fiir n — oo auch logi — oo gilt, taucht jedes I'-Martingal frither oder spéter in der Aufzéihlung
auf. Wir haben also durch die Konstruktion ein Martingal erhalten, das auf allen Mengen gewinnt,
die von einem I'-Martingal bedeckt werden.

Der Berechnungsaufwand der Abhingigkeitsmenge eines d; ist durch log'°8’ |w| beschréinkt, so
dass die Grofle der vereinigten Abhéngigkeitsmenge der ersten log |w| Martingale durch

log |w] - log'o8? lw| < log |w]| .logloglog\w\ lw| < |$’10g|a¢|+1
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beschrankt wird. Im Limes wird der Anteil an den jeweils 2" Wortern der Lénge n, den die
Abhingigkeitsmengen ausmachen, also verschwinden.

Diagonalisiert man nun gegen alle Stellen in der Abhéngigkeitsmenge des entstandenen Martingals,
und belegt alle anderen Stellen der erhaltenen Sprache mit Oen, so erhélt man eine Sprache, die
im Limes einen beliebig grofien Uberschuss an Oen aufweist, und die dennoch I'-zufillig ist. [

4.3 Supermartingale vs. Martingale

Bei folgendem Ansatz von Strauss [S] gehen wir beinahe genauso vor wie in Abschnitt 4.2,
allerdings betrachten wir statt Martingalen sogenannte Supermartingale, d.h. an Stelle der
Gleichheit in der Fairnessbedingung (2.1) gilt nur

d(w0) + d(w1) '

d(w) > 5

Intuitiv bedeutet das, dass das Martingal Geld « wegwerfen » darf. Durch diese Anderung wird
die Forderung nach einer beschrinkten Abhéingigkeitsmenge wesentlich weniger restriktiv, denn
wir kénnen nun folgenden Trick anwenden:

Man kann auf einem Block von Woértern auf die verschiedenste Weise (unterschiedlich hohe)
Gewinne machen. In bestimmten Fillen kann man eine geschickte Konstruktion durchfiihren, und
es dadurch schaffen, dass in bestimmten Blocken auf bestimmten Mengen von Sprachen auf jedem
moglichen Weg ein gewisser Mindestgewinn erzielt wird. Am Ende des Blockes kann man danach
das « iiberschiissige » Geld « wegwerfen ». Dadurch kann man es schaffen, fiir die betrachtete
Menge von Sprachen ein bedeckendes Supermartingal zu konstruieren, dessen Abhéngigkeitsmenge
nie {iber die Grenzen des aktuell betrachteten Blocks hinausreicht.

Andererseits gilt deshalb bei Supermartingalen anders als bei den fairen Martingalen nicht,
dass aus einer # %—Wette an einer bestimmten Stelle folgt, dass diese Stelle in allen folgenden
Abhéingigkeitsmengen enthalten ist. Dies sehen wir am folgenden Gegenbeispiel.

Beispiel 12. Die Strategie® s setze an jeder Stelle der Form 2i den Anteil % des vorhandenen
Geldes auf « 0», und an der Stelle 2i + 1 verhalte sich s wie folgt: Falls an Stelle 2i (anders
als gewettet) das Bit « 1 » zu finden war, wette an Stelle 2i + 1 nicht (es ist wegen der falschen
Wette an Stelle i noch 2 - % = % des urspringlichen Geldes vorhanden); falls an Stelle 2i (wie
gewettet) das Bit « 0» zu finden war, wirf das vorhandene Geld % bis auf% weg.

Es st klar, dass s an % der Worter der Linge n einen Einsatz # % wettet. Aber: Das Martingal
hat an den Stellen der Form 2i nur ein Bit in der Abhdngigkeitsmenge (gerade das Bit 2i), an
den Stellen der Form 2i + 1 hat das Martingal sogar leere Abhdngigkeitsmengen.

Dieser Unterschied zwischen fairen Martingalen und Supermartingalen wird sich spéter auswirken,
wenn wir versuchen werden, aus Strategien Martingale zu berechnen.

Wenn wir im Maflansatz aus dem letzten Abschnitt statt Martingalen Supermartingale betrachten,
so erhalten wir einen MaBansatz, den wir im Folgenden als I' Z-Maf bezeichnen werden.

!Eine Strategie, die einem Supermartingal zugrunde liegt, ist natiirlich ein 2-dimensionales Vektorfeld s(w) =
(so(w), s1(w)) mit so(w) + s1(w) < 1 fiir alle w.
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Definition 13. Ein I' Z-Martingal ist ein Supermartingal, dessen Abhingigkeitsmenge sich in
|z|-polynomieller Zeit ausgeben lisst.

Definition 14. Wir sagen, eine Menge C habe I' Z-Maf 0, wenn es ein T =Z-Martingal gibt, das
>
C dberdeckt, und schreiben dafiir u = (C) = 0.

Wir wenden nun die oben beschriebene Moglichkeit, Abhéngigkeitsketten « aufzutrennen » an,
um folgendes Resultat zu erhalten.

Satz 15 (Strauss [S]). Es gilt '~ (SPARSE) = 0.

Beweis. Sei ¢ < 1/2. Teile ¥* in aufeinanderfolgende Regionen Ry, Ry, ... auf, mit Ry := {w :
|lw| < 16} und alle weiteren Regionen so, dass die 2" Worter der Lénge n in Regionen der Grofe
n? geteilt werden (falls die Einteilung nicht aufgeht, ignoriere die restlichen Worter). Dann
enthilt ; Worter der Liange n; > log j.

X, seien die Sprachen mit Dichte kleiner als ¢ auf der j-ten Region. Mit Hilfe der Chernoff-
Ungleichung (z.B. bei Papadimitriou [P], Lemma 11.9) folgt fiir geeignetes ¢

1
PP (Xy) <em <27 < o (x)
J
Wir definieren nun ein Martingal nur fiir die Region R;, das dort sein Kapital von 1 auf 53
vervielfacht, seine Abhéngigkeitsmenge nur in R; hat (so dass sie also nur polynomiell gro8 ist),
und in n-polynomieller Zeit lauft:

Ei<sn27a (n2—|1{1[Rj”)

_ -3
d](w) - 2”2—|w[RjH )

=2
wobei a die Zahl der len in w[R;] ist. Der Term P gibt dann gerade die Wahrscheinlichkeit dafiir
an, dass bei bereits bekanntem w bis zu einer bestimmten Stelle die restlichen Stellen in der
betrachteten Region noch so belegt werden, dass wir noch eine Sprache in X; erhalten. Am
Anfang einer Region wissen wir noch gar nichts tiber w[R;]. Hier gilt also obige Abschéitzung
(%), so dass wir dj(w) < 1/53-j3 =1 erhalten. Am Ende einer Region ist P = 1 und wir haben
dj(w) = 5°.
Auf jedem R; wetten wir dann mit der Strategie d;/j2, riskieren also 1/5% und auf einer Sprache
in X; gewinnen wir damit 1/j2 - j® = j. Die Reihe Y 1/ konvergiert, wir riskieren also dber
alle Regionen gerechnet endlich viel (siehe auch néchsten Absatz).
Am Ende jeder Region werfen wir alles Geld bis auf 1/j weg. Damit wir das tun kénnen, miissen
wir mindestens so viel haben. Nehme induktiv an, wir hitten aus der vorherigen Region 1/(j —1).
Im schlimmsten Fall verlieren wir das gesamte eingesetzte Kapital 1/52. Dann bleiben uns immer
noch 1/(j — 1) = 1/42 > 1/].
Durch das « Wegwerfen » wird das Gesamtmartingal d, das wir jetzt aus den d; konstruieren,
eine Abhéngigkeitsmenge haben, die nie iiber die aktuellen Region hinausreicht, denn der Gewinn
jeder vorherigen Region lésst sich direkt durch Einsetzen von j in 1/j ohne jegliche Rekursion
errechnen. Definiere das Martingal d wie folgt:
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fiir das jeweils « zusténdige » j. Eine Sprache deren Dichte kleiner als € ist (also insbesondere
eine Sprache in SPARSE), ist in unendlich vielen X;; am Ende dieser Regionen gilt jeweils

) L J—o o
dj(w)/j* = j —— o0,

d(w) wird also unbeschrénkt. O

Ein I' 2-Supermartingal kann sein Kapital nicht beliebig oft verdoppeln, wie folgender Satz zeigt.

Satz 16 (Allender und Strauss [AlS2]). Ein ' =-Supermartingal kann sein Kapital nicht hiufiger
als |x|-polynomiell oft verdoppeln.

Beweis. Seien i < j zwei direkt aufeinanderfolgende Elemente der Abhéngigkeitsmenge G |
eines Supermartingals d. Nach Definition einer Abhéngigkeitsmenge gilt

V((2,2) : |2 = 2] = § < Jw| A 2[0..4] = 2/[0...7] A 2[j] = 2'[j]) : d(z) = d(Z').

Gemif der Supermartingaleigenschaft gilt, dass d(w[0...7]) mindestens so grof ist wie der Mittel-
wert iiber alle d(z) mit z derart, dass

|z| =4 A w]0...] C z.

Uber all diese 2’s werden héchstens zwei verschiedene Werte d(z) angenommen, abhiingig davon,
ob z[j] den Wert 0 oder 1 hat (da ja das Bit j das letzte « freie » Bit in der Abhéngigkeitsmenge
ist). Da nicht die Halfte der d(z) grofler sein kann, als zwei mal der Mittelwert, folgt d(w|0...j]) <
2d(wl0...1]).

Eine Abhingigkeitsmenge kann héchstens polylog(|w|) = poly(|z|) viele Paare (i, j) enthalten,
also kann sich der Supermartingalwert nur entsprechend oft verdoppeln. O

Leider bringt auch das Konzept des MFZ—MaBGS Probleme mit sich, und zwar mit der Vereinigung
von Nullmengen. Beliebige abzéhlbare Vereinigungen diirfen wir nie erlauben (denn sowohl E
als auch P sind abzéhlbar, und jedes {L} hat Maf} 0). Lutz musste deshalb, wie in Abschnitt 3
erwihnt, fiir sein Mafl auf E uniforme Vereinigungen betrachten.

Bei dem hier betrachteten Maf} konnen wir aber bereits nur zwei Nullmengen finden, die vereinigt
das Mafl 1 haben (siehe Strauss [S], Theorem 15). Dadurch ist dieser Mafansatz kaum zu
gebrauchen.

4.4 Quotientenformulierung

Um das Problem mit der Vereinigung von Nullmengen bei Supermartingalen vom Ende des
letzten Abschnitts zu 16sen, betrachten wir nun einen weiteren Ansatz von Strauss [S], der vom
Supermartingalansatz abgeleitet ist. Wir fithren dazu den folgenden Quotienten einer Sprache

L/z:={y|yxr € L}

ein und definieren dann Nullmengen wie folgt.



18 KAPITEL 4. VERSCHIEDENE ANSATZE FUR EIN MASS IN POLYNOMIALZEIT

Definition 17. Eine Menge C ist 2-null (Notation: u?(C) = 0), wenn sie Teilmenge einer
nummerierten Vereinigung von Subbasis-Nullmengen ist, wobei die verwendeten Begriffe wie folgt
definiert sind:

nummerierte Vereinigung: Fir zu vereinigende Mengen {A;} existiert eine Maschine M, die
polynomiell in |i| + log |w| arbeitet, so dass di(w) = M (i,w) fir ein Supermartingal d; gilt,
welches A; bedeckt, wobei die Abhdngigkeitsmengen der d; eine gemeinsame Schranke haben,
die polynomiell in |i| + log |w| ist.

Subbasis-Nullmenge: Menge, die unter Quotienten abgeschlossen ist, und wvon einem
Abhdngigkeitsmengen-beschrinkten Supermartingal bedeckt wird.

Das Vereinigungsaxiom wird dadurch trivial erfiillbar, denn jede der zu vereinigenden Mengen
besitzt eine nummerierte Vereinigung; und eine zuléssige Vereinigung war ja eine derartige,
dass eine universelle Maschine fiir die einzelnen Uberdeckungen existiert. Wir hétten also eine
universelle Maschine M die universelle Maschinen M; berechnet, d.h.

Sortiere die neue Vereinigung dann so, dass jedes der Martingale, die von den M; berechnet
werden, irgendwann in der Liste auftaucht.

Durch einen Widerspruchsbeweis erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 18 (Strauss [S]). Es gilt u2(P) # 0.

Beweis. Angenommen es gébe (A;); als nummerierte Vereinigung von Subbasis-Nullmengen, so
dass
Pcl]a
i

gilt. Dies wiirde implizieren, dass
3(d;)i, ¢ Vi (d; bedeckt A; und hat Schranke n°).

Wiihle fiir jedes d; durch Diagonalisierung eine Sprache L; € DTIME(n?¢) (die Schranke gilt,
denn die Rekursion, um gegen das Martingal zu diagonalisieren, lduft innerhalb dieser Zeit), die
nicht von d; bedeckt wird, und setze

L=(Q)Li:={x10"" |z € L}
3

L ist in P, denn:

Wenn L(y) fiir ein Wort y berechnet werden soll, gehe wie folgt vor: Priife zunéchst,
ob y von der Gestalt £10°~! ist. Falls nicht, verwerfe. Falls ja, so bestimme erst i. Dies
dauert linear lang, und ist somit kein Problem (wir reden hier ja iiber Worte, nicht
iiber charakteristische Folgen!). Dank der Uniformitét der nummerierten Aufzéhlung
koénnen wir d; bestimmen; wir diagonalisieren dann dagegen, um L;(x) zu errechnen.
Die hierfiir nétige Rekursion lduft wieder in |z|-polynomieller Zeit.

Jedoch gilt fiir alle i, dass L/10°"! = L; ¢ A;, was fiir alle 7 impliziert, dass L & A;, denn A; war
unter Quotienten abgeschlossen. 4 O
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Auch dieser Maflansatz bringt leider Probleme mit sich: Bei Lutz’ Mafl auf E galt, dass fast alle
Sprachen in E P-bi-immun sind, d.h. dass gilt

upoly({L’ﬂLp eP:#Lp :OO/\(LP CLVLpC LC)}) =1

Das hier betrachtete Mafl dagegen weist im Zusammenhang mit Bi-Immunitéit unnatiirliche
Eigenschaften auf, denn:

Beispiel 19. Sei L mit p?({L}) # 0 und setze L' :== {z1|z € L} U0*. Nehme an {L'} sei
3 numm. Vereinig. ’ A; unter Quot. abgeschl.
dA; . L' € A;

null L'/1 =L € A, = L wird von einem

Martingal bedeckt. 4
Also ist {L'} nicht null, obwohl L' eine unendliche, einfache Teilmenge enthdlt.

Um uns im Folgenden auf diesen MaBansatz zu beziehen, sprechen wir von Uberdeckung durch
2-Martingale.

4.5 Martingalfamilien

Eines ist klar: Damit die Diagonalisierung klappt, diirfen die rekursiven Abhéngigkeiten fiir ein
Wort nicht zu grofl werden. Es gibt aber verschiedene Mdoglichkeiten, diese Beschrankung der
Abhéngigkeiten zu erreichen. Die bisher betrachteten Ansétze hatten folgende Nachteile: Die
« ausgelassenen » Worter sind Worter auf denen gar nicht gewettet werden kann (bei Martingalen)
bzw. wir kénnen das Kapital nur polynomiell oft verdoppeln (bei Supermartingalen; wie in Satz
16 gesehen).

Jetzt wollen wir einen Ansatz von Moser [Mo] betrachten, der dieses Problem behebt. Dazu
betrachten wir Mengen von Woértern @, so dass #Q; " nur polynomiell in n wéchst. Da #{0,1}"
exponentiell wéchst, konnen wir mit einer festen Anzahl solcher @; natiirlich {0,1}* nicht
iiberdecken. Deswegen nehmen wir bei Bedarf (d.h. sobald die bisher betrachteten @; nicht mehr
ausreichen) einfach immer weitere @); hinzu. Die rekursiven Abhéngigkeiten beschrinken wir
dann so, dass zur Berechnung von d(L [ x) mit € @; nur rekursiv auf Martingalwerte an
Stellen, die ebenfalls in Q; sind, zugegriffen werden darf.

Bisher hatten wir es so gehandhabt, dass ein Martingal das aktuell vorhandene Kapital angibt.
Jetzt gehen wir so vor, dass wir unterscheiden zwischen einem Gesamtkapital und einem Kapital
auf jedem der Blocke Q);. Das Gesamtkapital ist das « Erfolgskriterium » fiir Martingalfamilien.
Dieses konnen wir jedoch nicht ohne weiteres berechnen, da das Kapital iiber die Blockgrenzen
hinweg voneinander abhéngt, so dass dies i. Allg. eine Rechnung wére, deren Aufwand die
gegebenen Ressourcenschranken iibersteigt. Stattdessen verlangen wir nur, dass das Kapital auf
jedem der Blocke berechenbar sei. Wir konnen dafiir zu einem der beiden folgenden &dquivalenten
Ansitze greifen:

Entweder wir betrachten fiir jeden der Blocke sogenannte Ratenmartingale, d.h. Martingale, die
statt des tatséchlichen Kapitals nur einen Faktor angeben, um den sich das Kapital dndert. Oder
wir betrachten « normale » Martingale, die das Kapital angeben. Diese sind dann so gewéhlt, dass
jedes der Martingale das Startkapital 1 erhélt, und fiir eines der Q); « zustidndig » ist, d.h. nur
auf diesen wettet, und als Kapital nur ein Kapital « fiir diesem Zusténdigkeitsbereich » ausgibt
(dies ist dquivalent dazu, die Abhéngigkeitsmenge jedes Martingals zu beschrinken). Um das
Gesamtkapital zu errechnen, miissen dann die entsprechenden Werte multipliziert werden; also
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entweder die Ratenmartingale {iber alle Worter, oder die Martingale iiber alle ;. Diese beiden
Konzepte sind hier dquivalent, weil die Martingale aus den polynomiell vielen Ratenmartingal-
Faktoren in polynomieller Zeit errechnet werden kénnen (normalerweise wire ein Martingal
natiirlich wesentlich aufwendiger zu berechnen, als ein Ratenmartingal).

Beachte: I'-Martingale und (einzelne) .#-Martingale sind im Wesentlichen das gleiche Konzept.

Hier eine formale Definition.

Definition 20. Eine P-Familie von Ratenmartingalen ist ein Tripel ({D;}:,{Qi}i,ind), so dass
die {D;}; Ratenmartingale sind und so dass

- Qi : N — P({0,1}*) disjunkte Mengen sind mit Q;(n) C Q;(m) fir n < m, so dass es eine
universelle Maschine gibt, die bei Eingabe (i,1™) die Strings in Q;(n) in n-polynomieller
Zeit ausqibt,

— die Warter in Q;(n) hochstens Linge n haben,
— jedes Wort x in genau einem |J,, Qi(n) enthalten ist,

—ind : {0,1}* — N eine in |z|-polynomieller Zeit berechenbare Funktion ist, so dass
z € Qj(|z]) = j = ind(z),

~ Di(L | ) = MP1%(x,4), wobei M eine (relativ zu |x|) in polynomieller Zeit arbeitende
Maschine ist, die ihr Orakel nur nach Strings y in Q;(|z|) befragt, mit y < x.

Die Nummerierung der @;’s ist bei Moser [Mo] implizit so gewihlt, dass ihre Reihenfolge der
Reihenfolge der jeweiligen minimalen Worter in jedem @; entspricht. Dies schligt sich auch in
der folgenden Definition der Gewinnbedingung fiir Martingalfamilien nieder.

Definition 21. Wir sagen, eine Klasse C hat % -Maj$ 0, falls es eine P-Familie von Ratenmar-
tingalen ({D;}i, {Qi}i,ind) gibt, so dass fir alle L € C gilt:

limsup Wp(L [ n) := limsup H H Di(L Ty) =00

nee i<2lel y<z
Satz 22. Es gilt 7 (P) # 0.

Beweis. Wir diagonalisieren einfach, um eine nicht bedeckte Sprache zu erhalten, was ja jetzt
kein Problem mehr ist. Beachte dabei nur, dass gerade immer gegen das Martingal in der Familie
diagonalisiert wird, das fiir das aktuell betrachtete Wort « zusténdig » ist. O

Satz 23. Es gilt 1”7 (SPARSE) = 0.

Beweis. Wette einfach auf jedem String z.B. % auf « 0», was ja jetzt kein Problem mehr ist, da
wir z.B. jedes Wort in einen eigenen Zusténdigkeitsbereich packen kénnen. O

Betrachten wir das Verhalten bzgl. Bi-Immunitét.
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Beispiel 24. Die Konstruktion aus Beispiel 19 stellt fir dieses Maf§ kein Problem dar: Wir
konnen L' := {x1|x € L} U0* bedecken, indem wir alle Strings in 0* in einen Block stecken, auf
diesem immer auf « 1 » wetten, und die tibrigen Strings in andere Blocke verteilen, auf denen
wir aber nicht wetten.

Eine Moglichkeit die uns dieser Maflansatz eroffnet, ist die Definition der Hausdorff-Dimension.
Dabei handelt es sich um die Zahl

inf{s € [0,1] | 3D P-Martingalfamilie: lim sup 2"~ DWp(L | n) = oo}

n—oo

Anders formuliert: Wir erheben fiir jeden Wettschritt eine « Steuer » von 2571, und untersuchen,
wie wir s wihlen konnen, so dass das Martingal immer noch unbeschrinkt ist. Offensichtlich
wiirde s = 0 bedeuten, dass auf jeden Fall jeglicher Gewinn von der Steuer aufgefressen wird.
Eine Hausdorff-Dimension von 0 bedeutet also, dass wir an diese « 100% Steuer » beliebig nahe
herankommen diirfen, und das Martingal immer noch unbeschrénkten Gewinn macht. Eine Menge
mit Hausdorff-Dimension 0 ist also sehr einfach.

Die Definition der Hausdorff-Dimension ist mit den anderen Maflansitzen nicht moglich, da
sich dort das Kapital hochstens polynomiell oft verdoppeln kann. Eine exponentiell oft erhobene
« Steuer » wiirde diesen Gewinn also immer auffressen.

Der Maflansatz hat leider auch einen Nachteil: Die Vereinigung von Nullmengen ist i. Allg. nur
dann null, wenn es Martingale gibt, die die zu vereinigenden Mengen bedecken, und die alle die
selben « Zusténdigkeitsbereiche » @); haben (sieche Moser [Mo], Theorem 4.1).

Um uns im Folgenden auf diesen Maflansatz zu beziehen, sprechen wir von .%-Martingalen bzw.
Martingalfamilien.

4.6 Abhingigkeitsmengenbeschrinkung auf Strategien

Wir wollen nun folgenden alternativen Maflansatz betrachten.

Definition 25. Eine Menge C habe -Maf 0 (Notation: u*(C) = 0), falls eine X-Strategie s
bzw. ein X-Martingal d[s| existieren, die C bedecken, d.h. falls es eine Konstante k und eine
Strategie s gibt, so dass

G |w| ist log" |w|-druckbar A s € DTIME(log® |w|) A C C S*[d]s]]

Die Abhdngigkeitsmengenbeschrinkung wird also tiber die Abhdngigkeitsmenge der Strategie, nicht
tber die des Martingals, verhdngt. Dieser Maflansatz ist natiirlich nicht mehr dquivalent zu den
bereits betrachteten Maflansétzen, denn die Laufzeit der Martingale, die sich aus den Strategien
errechnen lieen, wire unter Umstidnden sehr hoch.

Intuitiv kann man sagen, dass dieser Maflansatz es erlaubt, viele aber nicht besonders « gut
informierte » Wetten durchzufiihren: Denn die Anzahl der Wetten vergroflert i. Allg. nur die
Abhéngigkeitsmenge des induzierten Martingals. Dagegen sind « gut informierte » Wetten, also
solche, die aus den bereits aufgetretenen Bits geschickte Schlufifolgerungen fiir die Zukunft ziehen,
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nur eingeschrinkt moglich, da ja nur ein Teil der Bits abgefragt werden darf, um die Strategie zu
berechnen.

Wir wollen nun untersuchen, inwieweit dieser Maflansatz die grundlegenden mafitheoretischen
Axiome erfiillt.

Satz 26. Fir alle A € P wird die Einermenge {A} wird von einem X-Martingal bedeckt.
Beweis. Ohne Einschréinkung sei A € DTIME(n*) ¢ P. Wir definieren folgende Strategie:
saA(X [z):=1— A(x)
Dann gilt wegen A(r) € DTIME(|z|*) auch
sA(X | z) € DTIME(|z|*) = DTIME (log” |w]).

Es ist klar, dass A von s4 bedeckt wird, und dass s4 leere Abhiingigkeitsmengen hat (ganz im
Gegensatz zu d[s4]!). O

Satz 27. Es gilt u™(P) # 0.

Beweis. Dazu konstruieren wir zu jeder Strategie s eine Sprache A,, die von s nicht bedeckt
wird, wie folgt:

x€As: e s(X [x)>

N | —

Beachte, dass dies eine induktive Definition ist, denn der bisherige String X [ « geht in die
Definition mit ein.

Dass As von s nicht bedeckt wird, ist klar. Wir miissen noch zeigen, dass A5 € P gilt, also dass
sich A¢(x) in polynomieller Zeit berechnen lisst. Dies geht wie folgt:

Berechne s(X | ). Dies ist nach Annahme in Zeit O(log® |w|) méglich. Falls Bits aus X |
x zur Berechnung abgefragt werden, berechne diese rekursiv mit dem selben Aufwand. Da
die Abhiingigkeitsmenge von s O(log” [w|)-druckbar ist, betrigt der Gesamtaufwand maximal

O(log?* w]) = O(log?* 214l) = O|z[2*). 0
Satz 28. Teilmengen von %-Nullmengen sind wieder %-Nullmengen

Beweis. Die Aussage des Satzes folgt trivialerweise aus der Definition von Uberdeckungen. O

4.7 Vergleich von .#-Maf3 und »-Maf

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich .%- und X-Maf} zueinander verhalten.

Satz 29. Jede Martingalfamilie ldsst sich auch als Y-Martingal auffassen.

Beweis. Sei M = (d;, Q;,ind) eine Martingalfamilie. Jedes der Mitgliedsmartingale d; hat eine
Abhéngigkeitsmengenbeschrinkung, die durch #Q;(n) gegeben ist. Die gleiche Schranke gilt
dann auch fiir die entsprechende Mitgliedstrategie s;, die d; zu Grunde liegt (siche dazu Satz 37
unten). Wir definieren nun eine Strategie s wie folgt:

s(w) := s;(w) mit i = ind(|w|)
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Bei der Konstruktion dieser neuen Strategie haben wir ausgenutzt, dass die Mitgliedsmartingale
(und damit die Mitgliedsstrategien) einer Martingalfamilie uniform berechenbar sind, und dass
uns die Funktion ind zu jeder Stelle angibt, welche Mitgliedsstrategie an dieser Stelle bendtigt
wird.

Diese Strategie ist nun nach Konstruktion in zuléissiger Laufzeit berechenbar und ihre Abhéngig-
keitsmengen sind wie gewiinscht beschrinkt (denn die Mitgliedsmartingale einer Familie sind nach
Definition durch eine einheitliche Laufzeit- und Abhéngigkeitsmengenschranke beschréankt). [

Dies bedeutet natiirlich auch, dass gilt

p”(C) =0= p*(C) =0.

Nun wollen wir noch untersuchen, ob diese Inklusion echt ist. Zuné&chst betrachten wir der
Anschauung halber das Beispiel eines Y-Martingals, das sich nicht als Martingalfamilie auffassen
lésst:

Beispiel 30. Wir definieren eine Strategie wie folgt:

s(w) = Z w(i) mod 2

€l(w)

wobei die Indexmenge als I(\...z) == {),0,00,...,01%1} definiert sei.

Diese Strategie hat offensichtlich eine geeignete Abhdngigkeitsmengen- und Laufzeitschranke, um
fir das YX-Maf zuldssig zu sein. In eine Martingalfamilie ldsst sie sich dagegen nicht packen,
da es nur einen einzigen Zustandigkeitsbereich gdbe, der dann alle Worter umfassen wiirde und
damit zu grofS wire.

Dies bedeutet natiirlich noch nicht, dass es tatsichlich Mengen mit p>(C) =0 A p7 (C) #0
gibt. Dazu betrachte jedoch folgenden Satz.

Satz 31. Es gibt eine Klasse C, so dass gilt 1> (C) = 0 und p” (C) # 0.

Beweis. Setze

L ML-zufallig A L* entsteht aus L wie folgt: Die ersten n Bits
jedes Blocks der 2" Worter mit Linge n werden als Adresse
C := { L* | innerhalb des restlichen Blocks interpretiert. Das dort befindli-
che Bit wird dann an die n + 1-te Stelle innerhalb des Blocks
geschrieben (das bisher dort stehende Bit wird iiberschrieben).

Fine Y-Strategie kann auf C unbeschrinkt gewinnen, indem sie innerhalb jedes Blocks immer
die Adresse und das n + 1-te Bit ausliest, priift, ob die aktuelle Stelle die adressierte ist, und
gegebenenfalls gemifl des n + 1-ten Bits wettet. Die Abhéngigkeitsmenge umfasst jeweils pro
Block nur die ersten n + 1 Bits.
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Eine Martingalfamilie F kann dagegen auf dieser Klasse nicht gewinnen: Sei p(n) die gemeinsame
Schranke von F. Wir betrachten fiir n beliebig den Block der Worter mit Lénge n. Sei z'(()n) die

(n+1)-te Stelle in diesem Block und ign) die Stelle, die von den ersten n Bits des Blocks adressiert
wird.

1. Es kann nur endlich viele n geben, so dass ién) und ign) im selben Zusténdigkeitsbereich
von F liegen. Denn sonst wéren auf jedem Block nur p(n) Belegungen fiir die ersten n Bits
des Blocks moglich, der die Adresse von i(ln) beschreibt, was bedeuten wiirde, dass sich ein
eingesetztes Kapital um den Faktor % vervielfachen liele. Wiirde man dann auf jedem

Block z.B. den Einsatz # setzen, so liefe sich — nur unter Verwendung des Adressblocks,
also auch auf der urspriinglichen ML-zufélligen Folge — unbeschrénkter Gewinn fiir n — oo
erzielen. 4

2. Nur die Wetten auf die ign) und i(()n) erzielen fiir n — oo bereits unbeschrinkten Gewinn.
Denn wire das Produkt der entsprechenden Anderungsfaktoren endlich, kénnten die
entsprechenden Wetten weggelassen werden, und man wiirde dennoch unbegrenzten Gewinn
machen. Die entstehende Martingalfamilie wiirde auf der urspriinglichen, ML-zuf#lligen
Menge ebenfalls gewinnen. 4

3. Nur die Wetten auf die z'(') oder die auf die i(') erzielen bereits unbeschrankten Gewinn. Denn

wegen Punkt 1 sind die Wetten auf ign) und ién) fiir fast alle n voneinander unabhéngig.

()

Also muss entweder das Produkt iiber alle Anderungsfaktoren der Wetten auf die i;” oder

()

das Produkt iiber alle Anderungsfaktoren der Wetten auf die iy’ unendlich sein.

4. Angenommen das Produkt iiber alle Wetten auf die i) ist unendlich. Dann erhielten wir
eine berechenbare Strategie, die auf der urspriinglichen, ML-zufélligen Menge gewinnt, wie
folgt: Fiir eine Eingabe w bestimmt die berechnende Maschine zunéchst, ob das néchste
Bit von der Form 4" ist. Falls nein, wette nicht. Falls ja, simuliere die Funktion ind der
Martingalfamilie, um zu bestimmen, welches Mitgliedsmartingal der Familie an dieser Stelle
wetten wiirde. Simuliere dann dieses Mitgliedsmartingal, um den Einsatz zu erhalten, den

()

das Mitgliedsmartingal auf die Stelle i;” wetten wiirde. Gib das Ergebnis der Simulation

aus.

5. Angenommen das Produkt iiber alle Wetten auf die i) ist unendlich. Dann erhielten wir
eine berechenbare Strategie, die auf der urspriinglichen, ML-zuf#lligen Menge gewinnt, wie
folgt: Fiir eine Eingabe w bestimmt die berechnende Maschine zunéchst, ob das néchste
Bit von der Form i\" ist. Falls nein, wette nicht. Falls ja, simuliere die Funktion ind
der Martingalfamilie, um zu bestimmen, welches Mitgliedsmartingal der Familie an der

letzten Stelle der Form ié') gewettet hétte. Simuliere dann dieses Mitgliedsmartingal fiir ein

geeignetes Anfangsstiick von w, um den Einsatz an dieser Stelle i) zu erhalten. Gib das
()

Ergebnis der Simulation als Finsatz an der aktuellen Stelle der Form ¢;” aus.

Eine berechenbare Strategie, die auf der urspriinglichen, ML-zufélligen Menge gewinnt, kann es
nicht geben. Damit haben wir einen Widerspruch erhalten, und der Satz ist bewiesen. ]

Unser neuer Maflansatz ist also tatséchlich stéirker als die Martingalfamilien bei Moser.



Kapitel 5

Gemeinsame Eigenschaften der
Mafllbegriffe

Wir méchten im néchsten Kapitel Aussagen iiber einzelne Schichten der Klasse der polyloga-
rithmischen Uberdeckungen machen, d.h. iiber Uberdeckungen deren Schranke von der Form
O(log" |w|) fiir festes k ist. Als Vorbereitung darauf werden wir hier einige Untersuchungen
durchfithren, die uns spéter niitzlich sein werden.

In verschiedenen Konstruktionen ist es hilfreich, die erwéhnten Schichten nicht tiber die Laufzeit
von bedeckenden Martingalen zu definieren, sondern iiber die von Strategien, deren zugehdorige
Martingale dann eine Menge bedecken. Dies erméglicht es uns, Resultate, die fiir den Fall
exponentiellen Mafles gelten, auf den Fall polynomiellen Mafles zu iibertragen. In den Artikeln
[AlS], [Mo], denen unsere Mafbegriffe entstammen, wurden keine derartigen Schichten untersucht,
so dass es uns freisteht, sie so zu definieren. Natiirlich wollen wir vermeiden, dass der Fall
auftritt, dass fiir eine Klasse eine polylogarithmische, iiberdeckende Strategie existiert, aber
kein polylogarithmisches, iiberdeckendes Martingal. Wir miissen also zeigen, dass die Existenz
einer (irgendwie) polylogarithmisch beschrinkten Strategie die Existenz eines polylogarithmisch
beschrinkten Martingals (wie in den Artikeln verlangt) impliziert. Dass dies zumindest beim
Ansatz der Abhéngigkeitsmengenbeschrinkung von Allender und Strauss [AlS] gilt, sehen wir in
Satz 39.

Die von uns betrachteten Schranken miissen jedoch so beschaffen sein, dass sie nicht nur Lauf-
zeiten, sondern auch die Abhiingigkeitsmengen der betrachteten Uberdeckungen beschrinken.
Um mit den zitierten Ansétzen vertréglich zu sein, miissen wir die Abhéngigkeitsmengen der
Martingale, nicht der Strategien beschrinken: Wie wir in Abschnitt 5.1 sehen, kann nédmlich
bei beschrinkter Abhingigkeitsmenge einer Strategie die Abhéngigkeitsmenge des zugehori-
gen Martingals dennoch beliebig grofler sein, so dass uns keine andere Wahl bleibt, als die
Abhéngigkeitsmengenbeschrinkung direkt auf das von einer Strategie induzierte Martingal zu
verhéngen.

Dies wiederum stellt uns vor die néchste Herausforderung: Damit die Umrechnung von Strategie zu
Martingal in Abschnitt 5.2 funktioniert, darf nur auf wenigen Stellen der Strategie ein Betrag # %
gewettet werden, denn bei der Umrechnung miissen die Faktoren an diesen Stellen miteinander
multipliziert werden: Die Abhéngigkeitsmengenbeschrinkung des Martingals soll sicherstellen,
dass es nur « wenige » solche Stellen gibt; die der Strategie, dass jeder einzelne der Faktoren leicht
zu berechnen ist. In Satz 37 werden wir sehen, dass ersteres bei fairen Martingalen automatisch
gegeben ist. Bei Supermartingalen ldsst sich eine derartige Argumentation aber nicht durchfiihren,
wie Gegenbeispiel 12 gezeigt hat.

25
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Deshalb miissen wir fiir den Quotientenansatz einzelne « Schichten » doch {iber Martingale
definieren. Wir werden trotzdem Uberdeckungen mit Hilfe von Strategien definieren, miissen
dann aber eben die Laufzeit des zugehorigen Martingals untersuchen, um sicherzustellen, dass es
zuléssig ist.

Wenn von einer O(log® n)-Schranke auf eine Strategie s die Rede ist, ist also — auBer bei der
Quotientenformulierung — damit gemeint, dass die Schranke (’)(logk n) auf die Laufzeit von s und
auf die Abhéngigkeitsmenge des von s induzierten Martingals d[s] verhdngt wird — nicht auf die
Abhéngigkeitsmenge der Strategie selbst.

Definition 32. Fiir eine Konstante k und den Mafibegriffe u* mdoge Mf(;gk den MajSbegriff

bezeichnen, den wir erhalten, wenn wir nur T'-Martingale mit der Schranke O(log” |w|) zulassen,
d.h. Martingale, deren Abhdngigkeitsmenge O(logk n)-druckbar ist und deren zugrundeliegende
Strategie in DTIME (log® n) liegt.

Definition 33. Fiir eine Konstante k und den Mapbegriffe i mdoge Mffgk den MajSbegriff bezeich-

nen, den wir erhalten, wenn wir nur 2-Uberdeckungen mit der Schranke O(logk |w|) zulassen,
d.h. nummerierte Aufzdhlungen, fir deren Mitgliedsmartingale gilt, dass ihre Abhdngigkeitsmenge
O(log" n)-druckbar ist und dass sie in DTIME(log* n) liegen.

Definition 34. Fir eine Konstante k und den Mafbegriffe u7 mdge ufgk den Mafsbegriff

bezeichnen, den wir erhalten, wenn wir nur Martingalfamilien mit der Schranke O(log® |wl)
zulassen, d.h. Martingalfamilien fir deren Mitglieder {d;}; und Zustindigkeitsbereiche {Q;}; gilt:

(3s; F-Strategie : s; € DTIME(logk n) A d; = d[si]) A (Qi(n) ist O(log® n)-druckbar)

Definition 35. Fiir eine Konstante k und den Mafbegriffe > mdige Mig’“ den MajSbegriff

bezeichnen, den wir erhalten, wenn wir nur X-Strategien mit der Schranke O(log® |w|) zulassen,
d.h. Strategien, die in DTIME(log® n) liegen, und deren Abhingigkeitsmenge O(log" n)-druckbar
sind.

5.1 Abhéangigkeitsmengen von Martingalen und Strategien

5.1.1 Einfache Abhingigkeitsmengenbeschrinkung

Der Begriff der Abhéngigkeitsmenge kann sowohl auf Martingale als auch auf Strategien ange-
wendet werden, wie wir das schon in Abschnitt 4.6 getan haben; dabei entstehen auch tatséchlich
zwei verschiedene Begriffe. Das heifit, die Abhéingigkeitsmenge eines Martingals kann wesentlich
grofer sein, als die Abhéngigkeitsmenge der ihm zugrunde liegenden Strategie, wie folgendes
Beispiel zeigt.

Beispiel 36. Die Strategie s wette immer auf 0, d.h. s = 1. Diese Strategie hat leere Abhdngig-
keitsmengen. Das daraus entstehende Martingal d[s] hat dagegen mazimale Abhdngigkeitsmengen,
denn um d[s](w) zu berechnen muss jedes Bit von w abgefragt werden (ist ein beliebiges Bit gleich
1, so folgt d[s](w) = 0, sonst d[s](w) = 2/*!).
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Wir wollen zeigen, dass, wenn wir eine Schranke iiber die Abhéngigkeitsmenge eines Martingals
verhdngen, auch die Abhéngigkeitsmenge der Strategie beschrankt ist.

Satz 37. Es gill G C Ggjs) kt1-

Beweis. Sei w ein beliebiger String und nehme an, Stelle ¢ := |w|+1 sei in der Abhéngigkeitsmenge
G, fiir eine Lénge k > 4, d.h. Jv : |w| + 1+ |[v] = k A s(wOv) # s(wlv).

Wir mochten zeigen, dass entweder d[s](w0v0) # d[s](wlv0) oder d[s|(wOvl) # d[s](wlvl),
denn dann wére ¢ in der Abhéingigkeitsmenge G x+1- Wir zeigen dies durch Widerspruch:
Nimm an d[s](w0v0) = d[s](wlv0) A d[s|(wOvl) = d[s](wlvl). Wir folgern s(wOv) = s(wlv), ein
Widerspruch, wie folgt: Allgemein gilt

d[s](wOvl) = 2 (1= s(wOv)) - d[s](wOv) (5.1)
d[s](w0v0) = 2 s(wlv) - d[s](wOv) (5.2)
d[s](wlvl) = 2 (1 -s(wlv)) - d[s](wlv) (5.3)
d[s](wlv0) = 2 s(wlv) - d[s](wlv) (5.4)
Aus den oben angenommenen Gleichheiten folgt:
(1 = s(wOv)) -d[s](wOv) = (1 —s(wlv))-d[s](wlv) (5.5)
s(wOv) - d[s](wlv) = s(wlv) - d[s](wlv) (5.6)

Addition liefert d[s](w0v) = d[s](wlv); o.E. kénnen wir annehmen, dass dieser Wert # 0 ist; denn
wére dies (fiir alle v wie oben gewéhlt) der Fall, so wiirde der Wert der Strategie an dieser Stelle
irrelevant, und wir kénnten ihn so wihlen, dass i ¢ G . Einsetzen und Gleichsetzen von (5.2) &
(5.4) liefert

s(wOv) = s(wlv) 4

5.1.2 Quotientenformulierung

Es stellt sich nun die Frage, ob auch fiir Supermartingale gilt, dass Abhéngigkeitsmengen von
Strategien in den Abhingigkeitsmengen der zugehorigen Martingale enthalten sind. Intuitiv
wiirde man sagen, dass dem nicht so ist, da Supermartingale durch das Wegwerfen von « Geld »
Abhéngigkeitsketten zerstoren konnen. Diese Intuition spiegelt sich in dem folgenden Gegenbeispiel
wieder.

Beispiel 38. Die Strategie s wette nicht, aufler an folgenden beiden Stellen: An Stelle i setze s
% des vorhandenen Geldes auf « 0 », und an der Stelle k > i verhalte sich s wie folgt: Falls an
Stelle © (anders als gewettet) das Bit 1 zu finden war, wette an Stelle k nicht (es ist wegen der
falschen Wette an Stelle i noch 2 - % = % des urspringlichen Geldes vorhanden); falls an Stelle i
(wie gewettet) das Bit 0 zu finden war, wirf das vorhandene Geld % bis auf% weg.

Es ist klar, dass i € G, da die Strategie sich — je nach dem Bit an Stelle i — an der Stelle k
unterschiedlich verhdlt. Aber: Das Martingal hat an Stelle k + 1 (und an allen folgenden Stellen)
unabhdngig vom Bit an Stelle i immer den Wert %; das Bit an Stelle i wird zur Berechnung also
nicht bendtigt. Also gilt Gsx € Gajs] k+1-
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Dennoch gilt aber, dass eine Abhéngigkeitsmengenbeschrinkung auf das Martingal auch eine auf
die Strategie impliziert: Denn um die Strategie an der Stelle w zu bestimmen, miissen wir die
Werte d(wl), d(w0) und d(w) kennen. Die Abhéingigkeitsmenge der Strategie ist also hochstens
doppelt so grof3, wie die des Martingals.

Beachte jedoch: Wir haben im Falle der Supermartingale keine Schranke mehr auf die Anzahl
der Stellen, an denen # % gewettet wird — anders als bei den fairen Martingalen. Dies hatten wir
in Beispiel 12 gesehen.

5.1.3 Martingalfamilien

Da I'-Martingale und (einzelne) .#-Martingale #quivalent sind, gilt die Aussage aus Satz 37 — ndm-
lich, dass die Abhéngigkeitsmengen von Strategien in den Abhéingigkeitsmengen der zugehdrigen
Martingale enthalten sind — auch hier.

5.1.4 >-Maf

In Beispiel 36 hatten wir gesehen, dass bei beschrinkten Abhéingigkeitsmengen einer Strategie
die Abhéngigkeitsmenge des zugehorigen Martingals beliebig grofl werden kann. Gerade deshalb
war das X-Maf} auch ein stéirkeres Mafl als das I'-Mafl. Die Aussage von Satz 37 gilt also fiir
>-Maf} nicht.

5.2 Martingale und Strategien

5.2.1 Einfache Abhingigkeitsmengenbeschrinkung

Wir setzen hier voraus, dass eine polylogarithmische Schranke iiber die Abhéngigkeitsmenge
eines Martingals verhéngt ist, und zeigen, dass es fiir Mafibegriffe gleichbedeutend ist, ob man
(zusitzlich) eine polylogarithmische Schranke O(log® |w|) iiber die Laufzeit des Martingal oder
der ihm zu Grunde liegenden Strategie verhingt: Die Umrechnung ist in polylogarithmischer Zeit
moglich. Die genaue Zeitschranke bleibt dabei jedoch nicht erhalten.

Satz 39. s sei eine I-Strategie mit Schranke logt |w|, d.h. s lasse sich in Laufzeit log® |w]
berechnen und die Abhingigkeitsmenge von d[s] sei O(log" |w|)-druckbar. Dann hat d[s] Laufzeit
O(log®" [w]).

Beweis. Untersuche den Aufwand zur Errechnung eines Martingals aus einer Strategie s mit
Schranke O(log” |w|): Um das Martingal zu errechnen, werden die von der Strategie festgelegten
Anderungsfaktoren des Kapitals multipliziert.

— Um das Martingal zu berechnen, miissen wir alle in der Vergangenheit aufgetretenen Wetten
#* % betrachten, und die entsprechenden Faktoren multiplizieren. Dabei ensteht Aufwand
aus zwei Griinden:

x Die Anzahl der zu betrachteten Stellen. Nach Satz 3 bewirkt die Beschriankung der
Abhéngigkeitsmenge von d[s] auch eine Beschrinkung auf die Anzahl der Stellen mit
Wetten # %
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* Der Berechnungsaufwand fiir die Strategien, der an jeder dieser Stellen auftritt.
Nach Satz 37 bewirkt die Beschrankung der Abhéngigkeitsmenge von d[s] auch eine
Beschrankung der Abhingigkeitsmenge der Strategie. Damit ist auch diese in der
zuldssigen Zeit berechenbar.

Die Abhéngigkeitsmengenbeschrankung der Strategie sorgt also dafiir, dass jede Stelle der
Strategie « leicht » zu berechnen ist; die wenigen Stellen mit « echten Wetten » dafiir, dass
wir nur « wenige » solche Stellen betrachten miissen.

— Das zweite Problem ist der Berechnungsaufwand: Jede einzelne Multiplikation hat Rechen-
aufwand O(|s(.)|?) (unter Verwendung des « Schulalgorithmus »). Es stellt sich nun die
Frage wie man |s(.)| in Abhéngigkeit von |w| abschétzen kann.

Im Gegensatz zur iiblichen Konvention fiir Berechenbarkeit durch sublineare Maschinen,
wird in den zitierten Artikeln unter « polylogarithmischer Berechenbarkeit » ein Berech-
nungsmodell verstanden, bei der die Ausgabelinge von der Laufzeit der berechnenden
Maschine beschriinkt wird. Eine triviale obere Schranke ist somit O(log® |w]|), denn da sich
die Strategie in dieser Zeit berechnen liasst, kann auch die Kodierungslinge der Ausgabe
hochstens so lang sein. Damit bleiben wir bereits im polylogarithmischen Bereich.

Bei dem Maflansatz aus [AlS] kénnen wir also Strategien und Martingale als dquivalent betrachten;
allerdings hat das Martingal die folgende (hohere) Schranke fiir die Laufzeit:

O(log" |w] - log" || - log* |w] - 1og™ Jw| - log* |w]) = O(log® |w])
—_—— —— —— —(— ——
) () ® ® ®
® Berechnungsaufwand einer Stelle der Strategie
@ Rekursionsaufwand zur Berechnung einer Stelle der Strategie
® Aufwand zur Bestimmung der zu berechnenden Stellen
® Aufwand pro Multiplikation

® Anzahl Multiplikationen

Die Grofle der Abhéngigkeitsmenge bleibt bei der Umrechnung erhalten, da die Schranke ja nach
Definition bereits fiir d[s] galt. O

Wie bereits erwidhnt werden wir im Folgenden so vorgehen, dass wir die Laufzeitschranken iiber
Strategien definieren, wenn wir « schichtweise » Schranken (also Schranken O(log” |w|) fiir festes
k) betrachten wollen. Falls wir nur irgendeine polylogarithmische Schranke auferlegen wollen, so
werden Strategie- und Martingalschranken gleichwertig.

5.2.2 Quotientenformulierung

Eine Konstruktion analog zu Satz 39 — mit dem Ziel, Supermartingale aus Strategien errechnen
zu konnen —, kénnen wir nicht durchfithren, denn im Falle von 2-Martingalen ist, wie wir in
Beispiel 12 gesehen haben, nicht sichergestellt, dass nur auf wenigen Stellen gewettet wird. Dies
ist auch nicht verwunderlich, denn die Motivation hinter der Einfithrung der Supermartingale
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war ja gerade, haufiger als polynomiell oft wetten zu kénnen, ohne fiir das Supermartingal zu
grofle Abhéngigkeitsmengen zu erhalten; bei der Umrechnung miissten wir also i. Allg. zu viele
Strategiefaktoren multiplizieren.

5.2.3 Martingalfamilien

Zu beachten ist hier: Bei Mosers Maflansatz der Martingalfamilien kénnen immer nur einzelne
der Martingale in einer Familie aus den zugehorigen Strategien errechnet werden. Die Berechnung
der gesamten Familie wére zu aufwindig.

5.2.4 >-Maf}

Die Umrechnung von Strategie zu Martingal ist in den zuléssigen Zeitschranken nicht moglich,
da (offensichtlicherweise) sowohl Laufzeit als auch Abhingigkeitsmenge des Martingals zu einer
zuldssigen Strategie zu grol werden kénnen. Dies sieht man an folgendem einfachen Gegenbeispiel.

Beispiel 40. Sei s = 1. Diese Strategie hat offensichtlich minimale Laufzeit und leere Abhdngig-
keitsmengen. Das zugehdrige Martingal d[s] dagegen muss alle bisherigen Wettergebnisse abfragen,
um das aktuelle Kapital ausgeben zu konnen, so dass sowohl Laufzeit als auch Abhdngigkeitsmenge
zu grof$ werden.
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Komplexititsschichten und ihre
Eigenschaften

6.1 Konstruktion eines universellen Martingals

6.1.1 Einfache Abhingigkeitsmengenbeschrinkung

Leider ist es uns nicht gelungen, zu zeigen, dass es zu gegebenem k ein I'-Martingal gibt,
das die Vereinigung aller Mengen iiberdeckt, die von I'-Martingalen mit der Schranke log* |w]
bedeckt werden. Versucht man, solch ein Martingal zu konstruieren, treten Probleme damit auf,
sicherzustellen, dass dieses Martingal an jeder Stelle die Fairnessbedingung erfiillt. Im n#chsten
Abschnitt werden wir den gleichen Versuch fiir die Quotientenformulierung unternehmen. Dort
steht uns mit der Uberdeckung durch nummerierte Aufzihlungen ein méchtigeres Werkzeug zur
Verfiigung.

6.1.2 Quotientenformulierung

Hier wollen wir versuchen, zu zeigen, dass es fiir ein festes k eine 2-Uberdeckung gibt, die die
Vereinigung aller Mengen iiberdeckt, die von 2-Uberdeckungen mit der Schranke log® |w| bedeckt
werden. Ein naheliegender Ansatz wire es, Martingale zu summieren. Dies bedeutet jedoch
einen zu grofen Rechenaufwand, da wir — damit die (Ungleichungs-)Fairness des entstehenden
Supermartingals sichergestellt ist — die Fairness jedes summierten Supermartingals an allen
Stellen {iberpriifen miissten.

Wir gehen also anders vor: Statt die Supermartingale zu summieren, benutzen wir das Konzept
der nummerierten Aufzdhlung. Mit Hilfe dieses Konzept ist es kein Problem, wenn wir Fehler
beziiglich der Fairnessbedingung erst zu spét feststellen — wichtig ist nur, dass wir sie feststellen.
Genauer:

Satz 41. Es existiert fiir jedes k > 0 eine nummerierte Aufzihlung mit Schranke O(log?72 |w)),

welche alle Mengen iiberdeckt, die von nummerierten Aufzihlungen mit O(log" |w|)-2-Martingalen
tiberdeckt werden.

Beweis. Wir benutzen eine universelle Maschine. Diese erhélt als Eingabe einen Bin&drcode
und intepretiert ihn als ein Paar aus einer Konstante ¢ und der Kodierung einer Maschine,
die ein Supermartingal berechnet. Die Laufzeit der simulierten Maschine wird wie gewiinscht
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mit ¢ - log® |w| beschriinkt (der Vorfaktor ist erforderlich, da alle unsere Zeitschranken von
der Form O(...) waren). Es wird immer auf den ersten log |w| Prifixen von w gepriift, ob das
Supermartingal dort (Ungleichungs-)fair ist. Falls nicht, gibt die Maschine sofort 0 aus. Dadurch
wird eine Normierung der Funktion zu einem Supermartingal erreicht.

Auflerdem miissen wir sicherstellen, dass die simulierte Funktion zul#ssige Abhéngigkeitsmengen
hat. Dazu berechnen wir d(v) fiir alle v mit |v| < loglog |w|. Dies sind O(2'°818 [vl) = O(log |w|)
viele Berechnungen; fiir jede davon wird die Laufzeit mit ¢ - log® |v| = ¢ - log" (loglog |wl)
beschréankt. Die Berechnungen dauern also insgesamt hochstens

O(log |w| - ¢ - log¥ loglog |w|) C O(c - logh*t |w|)

Falls bei der Berechnung eines der d(v) mehr als ¢ - log® |[v| = ¢ - log” (loglog|wl|) viele Bits
abgefragt werden, so ist die Abhéngigkeitsmenge fiir dieses v zu grof. Gib sofort 0 aus.

Die konstruierte Maschine stellt gerade eine nummerierte Aufzihlung dar. Nur Ungleichungs-
faire Supermartingale kénnen dabei Mengen bedecken, denn die unfairen werden (wenn auch
mit Verzogerung) auf «0» gesetzt. Die gelisteten Supermartingale bedecken auf jeden Fall
irgendeine unter Quotienten abgeschlossene Menge (im Zweifelsfall (), sind also zuléissig. Alle
Supermartingale mit der gewiinschten Zeitschranke werden aufgezihlt. Wir bedecken also alle
Mengen, die von Supermartingalen mit Schranke log® |w| bedeckt werden.

Die Laufzeit der nummerierten Aufzihlung ist im Wesentlichen bestimmt durch den quadratischen
Zeitverlust, der durch die Verwendung der universellen Maschine entsteht. Unsere nummerierte
Aufzihlung hat also die Schranke log?**2 |w)|. O

Zu dieser nummerierten Aufzéihlung werden wir nun eine zufillige Sprache definieren. Wir gehen
dabei analog vor zu Satz 18:

Satz 42. Es emistiert fiir jedes k > 0 eine Sprache A € DTIME(n***4), die von keinem
O(log" |w|)-2-Martingal iiberdeckt wird.

Beweis. Sei {(A;,d;)} unsere nummerierte Aufzihlung aus Satz 41, wobei die A4; jeweils als die
grofitmoglichen Mengen gewiihlt seien, so dass A; von d; bedeckt wird, und so dass {(4;,d;)} eine
nummerierte Aufzihlung ist. Solche grofiten A; existieren, da die unter Quotienten abgeschlossenen
Mengen gegen Vereinigung abgeschlossen sind. Nach der Konstruktion aus Satz 41 hat {(A;, d;)}
dann die Zeitschranke log?**+2 |w|.

Wiihle fiir jedes d; durch Diagonalisierung eine Sprache L; € DTIME (log**** |w|), die nicht von
d; bedeckt wird (die Schranke gilt, denn die Rekursion, um gegen das Martingal zu diagonalisieren,
dauert genau so lange). Setze

L=(QL;:={z10"" |z € L;}

)

L ist in DTIME(|z|**), denn:

Wenn L(y) fiir ein Wort y berechnet werden soll, gehe wie folgt vor: Priife zunéchst,
ob y von der Gestalt £10°~! ist. Falls nicht, verwerfe. Falls ja, so bestimme erst die
Linge des Suffixes der Form 10°~!. Dies dauert linear lang, ist also vernachliissig-
bar. Der Aufwand, um dann L;(z) zu errechnen ist dann — wie gerade gesehen —
O(log*+4 |w|) = O(|z|*+4) (dank der Uniformitiit der nummerierten Aufzihlung).
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Es bleibt die Zufilligkeit zu zeigen: Vi : L/10°! = L; ¢ A; = Vi : L € A;, denn A; war
unter Quotienten abgeschlossen. Also wird L von keinem der d; bedeckt, und ist somit bzgl.
der betrachteten « universellen » nummerierten Aufzihlung zufillig, also auch beziiglich aller
nummerierten Aufzihlungen mit Schranke log w|. O

6.1.3 Martingalfamilien

Versucht man, fiir Martingalfamilien universelle Uberdeckungen zu konstruieren, so sté8t man auf
Probleme. Wiirden wir versuchen, eine universelle Martingalfamilie zu konstruieren, so kénnten
wir transitiv einen einzigen groBen Zusténdigkeitsbereich {0, 1}* erhalten, was unzuléssig wire.
Die Konstruktion einer universellen Martingalfamilie erscheint also (im Allgemeinen) unmdoglich.

6.1.4 >-Maf

Es ist vollig unklar, wie man fiir -MaB eine universelle Uberdeckung konstruieren soll: Wiirde
man die zu den Strategien zugehorigen Martingale summieren, so hitte das summierte Martingal
grofle Abhingigkeitsmengen.

Wiirde man stattdessen iiber die Strategien vorgehen, ist unklar, welche Rechenoperation man
auf sie anwenden sollte: Denn Martingale haben den Vorteil, dass sie, wenn sie ungeeignet sind,
eine bestimmte Folge zu bedecken, in einer Summe zumindest keinen ,schidlichen” Beitrag
leisten — sie werden eben einfach den Wert 0 annehmen. Deswegen bietet sich die Summation fiir
Martingale an. Strategien dagegen kosten i. Allg. Kapital, wenn Sie falsch wetten; betrachte z.B.
folgendes einfache Beispiel.

Beispiel 43. Es scien

0 fall =1 d?2
und sl(w) = {1 alls ‘w’ (mO )

5 sonst

1 falls lw| =0 (mod 2)
so(w) =
2

sonst

Dann tberdeckt sg die Folge 0%° und sy die Folge 1°°. FEine beliebige Konvexkombination von sg
und s1 kann jedoch nur entweder 0%° oder 1°° tberdecken.

Fine Konvexkombination von Strategien eignet sich a priori also nicht um eine universelle
Uberdeckung zu erhalten.

6.2 Definitionen fiir schichtweise Zufilligkeit
6.2.1 Einfache Abhingigkeitsmengenbeschrinkung
Definition 44. Eine Sprache A seilog® n-T-zufillig, falls keine T-Strategie s € DTIME(logk n)

existiert, so dass A von d[s] bedeckt wird und die Abhéingigkeitsmenge von d[s] O(log" n)-druckbar
15t.
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6.2.2 Quotientenformulierung

Definition 45. Eine Sprache A sei log® n-2-zufillig, falls kein (’)(logl’C n)-Abhdingigkeitsmengen-
beschrinktes 2-Martingal d € DTIME(loghn) existiert, so dass d eine unter Quotienten
abgeschlossene Menge C mit A € C' bedeckt.

6.2.3 Martingalfamilien
Definition 46. Eine Sprache A sei logh n-Z -zufillig, falls keine P-Martingalfamilie existiert,
die A bedeckt und fir deren Mitglieder {d;}; und Zustindigkeitsbereiche {Q;}; gilt:

(3s; Z-Strategie : s; € DTIME(log" n) A d; = d[si]) A (Qs(n) ist O(log” n)-druckbar)

6.2.4 >-Maf

Definition 47. Eine Sprache A seilog® n-S-zufillig, falls keine S-Strategie s € DTIME(logIC n)
existiert, so dass d[s] A bedeckt und die Abhdingigkeitsmenge von s O(log" n)-druckbar ist.

6.3 Mafl und Zufilligkeit

6.3.1 Einfache Abhingigkeitsmengenbeschrinkung

Satz 48. Es gilt
pF(C)=0 = Jk:RAND (log"n)nC =0

Beweis. Der Beweis ist trivial: 4 (C) = 0 = 3(k,d) : d € DTIME(log"n) A C C S®[d]
— 3(k,s) : s € DTIME(logh n) A C C S®[d[s]] = C kann keine log® n-I'-zufiillige Sprache
enthalten. O

Die Umkehrung der Implikation aus Satz 47 zu zeigen war uns dagegen nicht moglich, da wir in
unseren Untersuchungen zu Abschnitt 6.1.1 keinen Erfolg bei der Konstruktion eines universellen
I'-Martingals hatten.

6.3.2 Quotientenformulierung

Satz 49. Es gilt
p2(C) =0 < Jk:RAND?(log"n)NnC =0

Beweis. Vorwirtsrichtung: u2(C) = 0 = 3(k, M,{C;}) : M(i,w) € DTIME((log |w| + i)*) A
ViC; € S®[M(i,.)] NC C |JC;. Da i fiir jedes einzelne der durch M (3,.) berechneten 2-
Martingale d; konstant ist, liuft jedes dieser Martingale in O(log® |w]), also kann in keinem der
C; eine log” |w|-2-zufillige Sprache enthalten sein, also auch nicht in C.
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Riickrichtung: RAND?(log"*n)NC = @ = VA € C ufgkn({A}) = 0. Wir konstruieren nun
nach Satz 41 eine nummerierte Aufzéhlung fiir die die Singletons bedeckenden Martingale, welche
dann in Laufzeit O(log?*? |w|) lauft, und p?(C) = 0 bezeugt. O

6.3.3 Martingalfamilien

Satz 50. Es gilt
7 (C)=0 = Jk: RAND” (log"n)nC =2

Beweis. Sei F eine bedeckende P-Martingalfamilie. Nach Mosers Definition von Martingalfamilien
gibt es eine Maschine M, die alle Martingale in F mit einer gemeinsamen Zeitschranke O(log"* |w|)
berechnet. Eine weitere solche Maschine berechnet alle Zustidndigkeitsbereiche Q;, sagen wir in
Zeitschranke O(log*? |wl). Setze k := max{ki, ko}, dann haben wir eine Martingalfamilie mit
Schranke O(log® |w|) gefunden, die also die Konklusion bezeugt. O

Die Riickrichtung zu zeigen diirfte dagegen schwierig werden, da die Diskussion in 6.1.3 zeigt,
dass nicht damit zu rechnen ist, dass die Konstruktion universeller Martingalfamilien moglich ist.

6.3.4 >-Maf

Satz 51. Es gilt
pF(C) =0 = 3k : RAND*(log"n)NnC = o

Beweis. Der Beweis ist trivial: 4> (C) = 0 = 3(k, s) : s € DTIME(logF n) A C C S®[d[s]] =
C kann keine log® n-S-zufillige Sprache enthalten. 0

Die Riickrichtung ist unklar, da wir fiir den Strategieansatz ja kein Konzept einer universellen
Uberdeckung finden konnten. Da dieser Ansatz ein allgemeinerer Ansatz ist, als es die Martingal-
familien sind, passt es durchaus ins Bild, dass wir hier die gleichen Probleme haben, wie bei den
Martingalfamilien.

6.4 Zeitkomplexitit zufilliger Sprachen I

6.4.1 Einfache Abhingigkeitsmengenbeschrinkung

Satz 52. Es gilt
DTIME (n*) N RAND" (log" n) = @

Beweis. Als Voriiberlegung nehme an, A € DTIME (log®(2" — 1)).

Dann definiere eine Strategie wie folgt:

S(X [ ) = {1—14(3:) falls 2 € 0*

5 sonst
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— s(X | z) lisst sich in O(log®(21*1 —1)) = O(logF (28 X 1=l _ 1)) = O(log"(| X | z|)) berechnen.
— 30(log" |w|)-Strategie, die auf A Erfolg hat (die Strategie ist zuliissig, denn die Abhéngig-
keitsmenge des induzierten Martingals umfasst nur 0* und ist damit leicht polylog-druckbar).

Sei nun A logF n-D-zufillig. ~olBWE, 4 & DTIME(logk (2" — 1)) = DTIME (n). O

6.4.2 Quotientenformulierung

Wir wiirden gerne auch fiir die Quotientenformulierung ein Ergebnis erhalten, das analog zu der
Aussage von Satz 52 ist. Um dies zu zeigen, eignet sich der dort gewdhlte Ansatz nicht, denn wir
konnen nicht einfach eine Strategie definieren, die zu einer bestimmten Sprache passt — schliefilich
miissen wir nicht nur auf dieser Sprache Erfolg haben, sondern auch auf allen ihren Quotienten,
damit eine Uberdeckung iiberhaupt zuléssig ist. Wir withlen deshalb einen anderen Ansatz: Wir
zeigen zunichst, dass zu einer DTIME(n¥)-Sprache auch alle Quotienten in DTIME(n*) sind,
und kontruieren dann eine Strategie, die auf allen n*-Sprachen Erfolg hat.

Sei M eine Maschine, die A € DTIME(logF(2" — 1)) in der angegebenen Zeitschranke erkennt.
Wir kénnen nun wie folgt fiir jedes y eine Maschine M, konstruieren, die A/y in der gleichen
Zeitschranke erkennt: M, lduft zunédchst ans Ende seiner Eingabe, schreibt an das Ende das
Anhéngsel y, lauft wieder zum Anfang und verhilt sich wie M. Der Zeitaufwand fiir diesen
« Vorspann » ist linear in der Eingabeldnge, also vernachlidssigbar. Die restliche Laufzeit von
M, ist durch O((|z| + |y|)¥) € O(|z|*) beschrinkt. Somit folgt fiir alle Quotienten A/y von A:
A/y € DTIME(log* (2" — 1)).

Es sei nun eine Aufzéhlung My, Ms, ... von Turingmaschinen gegeben, die alle Maschinen enthélt,
die Sprachen erkennen und die in O(|z|*) laufen. Diese erhélt man z.B. indem man alle Bindrworter
nacheinander aufzihlt, sie als Kodierungen fiir Turingmaschinen interpretiert, deren Laufzeit
durch |z|-|z|* beschrinkt, und sie simuliert. Durch die Simulation entsteht nochmals quadratischer
Zeitverlust.

Es sei nun eine Eingabe w gegeben, und wir wollen dazu bestimmen, welchen Anteil s(w) wir
auf das néchste Bit x; wetten. Setze [ = 1. Fiir 0 < j < |log |w|] betrachten wir jeweils das Wort
u mit pos(u) = j und priifen ob M;(u) mit w[j] iibereinstimmt.

Falls ja, so haben wir keinen Grund M; zu verwerfen, betrachten also im n#chsten Schritt Stelle
j 4+ 1 weiterhin mit Maschine M;.

Falls nein, so ist M; nicht geeignet, um die Eingabe w zu beschreiben, und wir betrachten im
néchsten Schritt Stelle 7 + 1 mit der ndchsten Maschine. Setze also [ :=1[ + 1.

Sobald wir alle 0 < j < |log |w|| durchlaufen haben, haben wir hochstens |log|w|| Maschinen
als solche erkannt, die sich auf unserer Eingabe w schlecht verhalten. Es bleibt eine Maschine M;
iibrig, die — nach unserem momentanen Informationsstand — sehr wohl eine Beschreibung fiir w
liefern konnte. Es kann durchaus sein, dass auch M; sich auf w schlecht verhélt, dies iiberpriifen
wir aber um den Rechenaufwand zu begrenzen nicht mehr.!

Nun miissen wir noch den Einsatz ausgeben. Es sei

falls x ¢ 0*
falls x € 0% A M;(z)

s(X [z):= =1
falls z € 0 A Mj(z) =0

EN[ICETNTE ST

Auf diese Weise ist sichergestellt, dass wir nie das gesamte Kapital verlieren, und — da wir, falls
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w (im Limes) eine DTIME (n*)-Sprache beschreibt, irgendwann die ,richtige“ Maschine M;
erreichen werden — erwirtschaften wir unendlichen Gewinn auf allen DTIME (n*)-Sprachen.
Die Strategie hat Laufzeit O(log |w|-log? |w] -log?* |w|), die Abhéngigkeitsmengen des Martingals
sind in 0* enthalten. Da es eine faire Strategie ist, ist die Umrechenbarkeit in ein Martingal kein
Problem (es ergibt sich nach Satz 39 die Laufzeit log*?**'® jw|), und nach Konstruktion werden
zu jeder Sprache auch alle Quotienten bedeckt.

Nun koénnen wir den selben Schlufl anwenden, wie im Beweis von Satz 52.

Satz 53. Es gilt
DTIME(n*) N RAND? (log'?**+18 ) = &

Beweis. Fiir A mit der Eigenschaft log!?*™18 |w|-2-zufillig gilt A ¢ DTIME(n*) nach der
Voriiberlegung. O

6.4.3 Martingalfamilien

Satz 54. Es gilt
DTIME (n*) N RAND? (log" n) =

Beweis. Hier funktioniert der Beweisansatz wie in Satz 52, denn wir kénnen die konstruierte
O(log® |w|)-Strategie direkt in eine Martingalfamilie hiniiberretten: Dazu kommt jedes einzelne
Wort z in einen eigenen Zusténdigkeitsbereich Qpo5,) und das zugehdrige Ratenmartingal

Doz ist iiberall 1, auler auf x, wo wir setzen D) ((X [ 2)0) := 2 - s(X [ x) sowie
Dpos(x)((X f2)l):=2-(1—s(X | x)). O
6.4.4 >-Maf

Satz 55. Es gilt
DTIME(n*) "NRANDZ(logh n) = @

Beweis. Als Voriiberlegung nehme an, A € DTIME (log®(2" — 1)).

Dann definiere eine Strategie wie folgt:

S(X [ ) = {1—14(:1:) falls 2 € 0*

5 sonst

—> 5(X | ) ldsst sich in O(log®(2*l — 1)) = O(logh (28 X12l — 1)) = O(log"(|X | x|)) be-
rechnen. = 3O(log" |w|)-Strategie, die auf A Erfolg hat (die Strategie ist zulissig, denn ihre
Abhéngigkeitsmenge umfasst immer nur das aktuelle Bit und ist damit leicht polylog-druckbar).

Sei nun A logh n-S-zufillig, ~oeXBYE. 4 & DTIME (logh (2" — 1)) = DTIME(n?). O

'Es ist also nicht so, dass wir fiir die Eingabe w so lange nach einer Maschine suchen, bis wir eine gefunden
haben, die sich zumindest auf w gut verhélt. Jedoch ist es so, dass wir — mit Verspatung — jede «schlechte »
Maschine aussortieren, und irgendwann die richtige finden werden.



38 KAPITEL 6. KOMPLEXITATSSCHICHTEN UND IHRE EIGENSCHAFTEN

6.5 Zeitkomplexitit zufilliger Sprachen 11

6.5.1 Einfache Abhingigkeitsmengenbeschrinkung

Es ist uns nicht gelungen, zu zeigen, dass fiir jedes k sichergestellt ist, dass wir eine Sprache
L e DTIME(ng(k)), mit g(k) nur von k abhingig, finden kénnen, so dass sich L nicht von
log” |w|-Martingalen bedecken ldsst. Dass uns dies nicht moglich war, resultiert daraus, dass wir
in Abschnitt 6.1.1 keinen Erfolg bei der Konstruktion eines universellen I'-Martingals hatten, so
dass auch die Konstruktion einer entsprechenden zufilligen Sprache nicht moglich erschien.

6.5.2 Quotientenformulierung

Satz 56. Es gilt
DTIME(n***) N RANDZ (log" n) # @

Beweis. Satz 42 liefert die gewiinschte zufillige Sprache. O

6.5.3 Martingalfamilien

Eine Aussage analog zu Satz 56 fiir Martingalfamilien zu zeigen, diirfte schwierig sein. Dies liegt
daran, dass die Diskussion in Abschnitt 6.1.3 zeigt, dass nicht damit zu rechnen ist, dass die
Konstruktion universeller Martingalfamilien moéglich ist, so dass auch die Konstruktion einer
zufalligen Sprache schwierig wird.

6.5.4 >-Maf

Eine Aussage analog zu Satz 56 fiir X-Strategien zu zeigen, diirfte schwierig sein. Dies liegt
daran, dass — wie in Abschnitt 6.1.4 beschrieben — unklar ist, wie man bei der Konstruktion
einer universellen »-Strategie vorgehen sollte. Dies macht auch die Konstruktion einer zufélligen
Sprache schwierig.

6.6 gfflylog-Reduzierbarkeit

Wir definieren nun ein Analogon zur <h-Reduzierbarkeit fiir den Fall polylogarithmischer
Zeitschranken. Dabei miissen wir einige Eigenheiten in Kauf nehmen.

Definition 57. Wir sagen, es gelte A S&Olylog B genau dann, wenn es eine Reduktionsfunktion
f gibt, derart dass

— FEs existiert eine Turingmaschine M, die f in polylogarithmischer Zeit relativ zur Eingabe-
linge |x| berechnet.

— Als tatsdchliche Eingabe erhdlt die Maschine M statt des Wortes x nur |x| (logarithmisch
grof$ kodiert).

— Um auf die einzelnen Bits von x zuzugreifen, schreibt die Maschine M eine « Adresse » auf
ein Orakelband, und erhalt als Riickgabe das dort stehende Bit von x.
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— Der Funktionswert wird nicht auf ein Ausgabeband geschrieben, stattdessen geht man wie
folgt vor: Der Maschine M werden zusdtzlich zu |z| als Eingabe und x als Orakel noch zwei
Werte i und b iibergeben. Die Maschine akzeptiert die Eingabe, falls der zu berechnende
Funktionswert an Adresse i das Bit b hat. Die Maschine kann also auch sehr lange, aber
dafir einfach aufgebaute Waorter « berechnen ».

— Damit diese Reduktion ein Spezialfall der <%,-Reduktion bleibt, beschrinken wir die Ausga-
belinge zusdtzlich polynomiell (nicht polylogarithmisch!). Dies ist erforderlich, da |i| ~ logn,
so dass die « Ausgabe » ohne diese zusditzliche Einschrinkung z.B. die Linge n'°8™ erreichen
konnte.

6.7 Konstruktion zufilliger Sprachen

6.7.1 Einfache Abhingigkeitsmengenbeschrinkung

Satz 58. Es gilt

A log? n-T-zufillig = Vk > 2 : 3A;, : A, log® n-D-zufillig A A;, <POWIos 4

Beweis. Wir versuchen, eine analoge Konstruktion zu der im Beweis von Satz 6.14 bei Ambos-
Spies und Mayordomo [ASMa| durchzufithren. Das heifit, wir wihlen einen Teil der Worter von
A aus, deren « Informationsgehalt » relativ gering ist, und « komprimieren » diese Information in
kiirzere Wérter. Wir argumentieren dann, dass die so entstehenden Sprachen Ay, log® |w|-zufillig
sein miissen. Denn: Wiren sie es nicht, so giibe es eine O(log" |w|)-T-Strategie, die Erfolg auf
Ay, hat, und wir kénnten daraus sehr einfach eine O(log? |w|)-Strategie konstruieren, die auf A
Erfolg hat, was im Widerspruch zur Annahme stiinde.

Durch die « Kompression » der Worter wird die Komplexitéit der Sprache relativ zur Wortlange
grofler, dies erlaubt die Konstruktion der erwéhnten Strategie. Zunéchst {iberlegen wir, wie stark
wir die « Information » in A komprimieren miissen, damit wir den Sprung von log® |w| zu log? |w|
schaffen. Wir betrachten dazu die folgenden Formeln mit der gesuchten neuen Linge |gi(z)|:
logh(2l71) < log?(2lox@ (6.1)
)
2l < lgu(@)P? (6.2)

Damit die Konstruktion analog zum exponentiellen Fall funktioniert, muss die unten stehende
Bedingung erfiillt werden, z.B. indem wir fiir alle k&

gk () = olel*
wéhlen und die Mengen Ay wie folgt:
Ay =A{z|gr(z) € A}

Wir nehmen nun an, es gebe eine O(logk n)-Strategie s, die Ay bedeckt. Die neue Strategie zu
definieren, die A bedeckt, ist dann sehr einfach:

s(X[gk(N)] X[gr(0)] - .. X[gr(Sposy)—1)])  falls Jy : x = gi(y)
% sonst

§(X[m):{



40 KAPITEL 6. KOMPLEXITATSSCHICHTEN UND IHRE EIGENSCHAFTEN

wobei s; fiir jedes ¢ das i-te Wort in der ldngenaufsteigenden, lexikographischen Ordnung aller
Worter bezeichne.

Dass die Schranke log? |w| fiir die Laufzeit gilt, ist klar. Durch die Konstruktion aus [ASMa] bleiben
die Abhédngigkeitsmengen « gleich grof3 », werden aber zu gréfleren Wortlédngen « verschoben »;
relativ dazu werden sie also (in Bezug auf ihre Kardinalitit) kleiner. Jedoch ist die Lénge jedes
Elements in den Abhéngigkeitsmengen durch die zusétzlichen Nullen deutlich gewachsen, und
wir miissen zeigen, dass die Abhéngigkeitsmengen trotzdem weiter polylog-druckbar sind und die
Schranke log? |w| dazu ausreicht. Da der Aufwand zur Berechnung des Wortteils z von 0"z
gleich groB bleibt, und nur genau die Ausgabe der |z|* Nullen fiir jedes der hochstens (’)( logh (2® ‘))
Elemente in der Abhéingigkeitsmenge zusétzlich Laufzeit verbraucht, liefert folgende Rechnung
das gewiinschte Ergebnis.

O(log"(27)) + |a|* - O(logh(271)) = O(|z[?*) = O(log?(21=*+aly)

Zusétzlicher Aufwand

Es bleiben die Reduktionen zu zeigen. Das oben angegebene gy, ist die gesuchte Reduktionsfunktion,
die nun in polylogarithmischer Zeit berechenbar sein soll. Der Ausgabewert der Funktion ist
zwar polynomiell lang. Aber dies ist nach oben gewéhlter Definition fiir polylogarithmische
Berechenbarkeit kein Problem, da nur einzelne Bits akzeptiert werden miissen. Ein geeignetes
Berechnungsverfahren fiir g sieht so aus:

— Der Maschine zur Berechnung von g, wird als Eingabe (|z|, 4, b) und als Orakel x ibergeben.

— Es muss nun aus |x| der Wert |x|* berechnet werden. Fiir die Kodierungslinge ||x|| von |z
gilt: ||z|| ~ log(|x|); £ — 1 Multiplikationen einer solchen Zahl lassen sich dann in

k—1

(’)< ZiQ -log? \x|>
=1
konstant

Schritten durchfiihren.

— Nun muss i < |2|¥ iiberpriift werden. Da
il < 11017 2| = ||2]**!] ~ log(j2[* 1) = (k + 1) - log(|])

sowie
||z[*| ~ log(|z|*) = k - log ||

gilt, ist auch dies in polylogarithmischer Zeit moglich (man vergleiche zunéchst die Linge
von 4 und |z|¥, und — falls diese gleich ist — dann die beiden Zahlen bitweise, am Anfang
beginnend, bis ggfs. ein Unterschied auftritt).

* Falls i < |z|*: Akzeptiere falls b = 0, verwerfe sonst.

* Falls i > |z|*: Berechne i — |z|*. Da nach obigen Uberlegungen|i| und ||z|*| polyloga-
rithmisch in |z| sind, ist dies in polylogarithmischer Zeit moglich. Ubergib i — |z|*
an das Orakel und vergleiche den Riickgabewert mit b. Bei Gleichheit akzeptiere, bei
Ungleichheit verwerfe.
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6.7.2 Quotientenformulierung

Es ist uns nicht gelungen ein Aquivalent des Satzes 58 fiir die Quotientenformulierung zu zeigen.
Die Schwierigkeit bestand darin, aus einer log® n-Uberdeckung eine logk®™* n-Uberdeckung zu
konstruieren und dabei Vertriglichkeit mit Quotienten sicherzustellen.

6.7.3 Martingalfamilien

Satz 59. Es gilt
A log? n-F-zufillig = Vk > 2 : A, : Ay log" n-F-zufillig A Ay, <POVI8 4

Beweis. Wir mochten den selben Widerspruchsbeweis verwenden, wie im Beweis von Satz 58;
dazu seien die Funktionen g, und die Mengen Aj wie dort definiert. Wir miissen nun zeigen, dass
es unter der Annahme, es gebe eine log* |w|-Uberdeckung fiir Ay, auch eine log? |w|-Uberdeckung
fiir A gibt.

Sei Fy, = (Ql(.k), DJ(.k),indk) die Martingalfamilie mit Schranke O(log” |w|) die A bedeckt. Wir
definieren dann die Martingalfamilie F' = (Q;, D;, ind), die A bedeckt, wie folgt:

Sei Qi(n* +n) := {gr(z) |z € Qz(-k) (n)}, und der verbleibende « Platz» werde mit beliebigen
weiteren, ausreichend kleinen Zusténdigkeitsbereichen R; gefiillt. Also ist

ind(y) (« @ »,indg(x)) falls Iz : y = gr(x)
in =
Y (« R»,c) fiir geeignetes ¢ sonst

(wir schreiben der Einfachheit halber die Indizes der Zusténdigkeitsbereiche in dieser zweistelligen
Form, natiirlich kénnte man sie bei Bedarf wie iiblich einstellig durchnummerieren).

Es gilt dann #Q;(n* +n) = #ng) (n). Jedes Element 0lel*2 € @; ist aber verglichen mit z
deutlich linger geworden, und zwar so, dass |z|* zusitzliche Zeichen (die Nullen) ausgegeben
werden miissen. Bleiben die Zusténdigkeitsbereiche damit noch polylog-druckbar und reicht die
Schranke log? |w| noch aus? Ja, denn der Aufwand zur Ausgabe des Wortteils = von 011" 2 bleibt
gleich groB, es kommt nur genau der Aufwand zur Ausgabe der |z|* Nullen fiir jedes der hochstens
(9( logk(Q‘x|)) Elemente in der Abhingigkeitsmenge dazu, und somit liefert folgende Rechnung
das gewiinschte Ergebnis.

O(logk(2|z‘)) + |x!k . O(logk(2|m|)) = O(]m|2k) = O(log2(2‘m|k+‘m|))

Zusétzlicher Aufwand

Die Ratenmartingale werden als

Dina(y) (X
sonst

) = {foék(x) (X[x (V)] X[gk(0)] - X[g(sposty)-1)])  Falls 3y s 7 = ge(y)
1

definiert, wobei s; fiir jedes ¢ das i-te Wort in der ldngenaufsteigenden, lexikographischen Ordnung
aller Worter bezeichne.

Das selbe Argument wie in Satz 58 zeigt, dass die Zeitschranke O(log? |w|) dann ausreicht. [J



42 KAPITEL 6. KOMPLEXITATSSCHICHTEN UND IHRE EIGENSCHAFTEN

6.7.4 >-Mafl

Satz 60. Es gilt
A log? n-Y-zufillig = Vk > 2 : 3A;, : Ay, logh n-X-zufillig A A;, <POWYles 4

Beweis. Der Beweis funktioniert im Wesentlichen wie fiir Satz 58.
Zu beachten ist nur: Wihrend wir dort eine Abhingigkeitsmengenschranke log® n auf Gtz
verhiingt hatten, die durch die Konstruktion in die Schranke log? n auf G gj5),n» Uberfithrt wird,

haben wir jetzt die Situation, dass die Schranke log® n auf G s,;n in die Schranke log? n auf Cam
iiberfithrt wird. O



Kapitel 7

Zusammenfassung

Wihrend der Untersuchung verschiedener Ansétze fiir ein Mafl auf P kam man zu dem Schluss,
dass keiner der bisher vorgeschlagenen Ansitze ideal ist. Keines der Mafle weist alle guten
Eigenschaften auf, die wir uns wiinschen; man muss Kompromisse machen. Hier seien nochmal
die wesentlichen Eigenschaften der Mafle zusammengefasst.

Die I'-Martingale, der erste Ansatz von Allender und Strauss, setzt an der Quelle der Probleme
an: Um zeigen zu konnen, dass P ein Maf3 hat, das von 0 verschieden ist, darf die Rekursion,
die bei der Diagonalisierung gegen ein Martingal auftritt nicht zu aufwandig werden. Der I'-
Ansatz verhindert genau dies — nicht mehr und nicht weniger. So gesehen ist dieser Ansatz
duflerst natiirlich. Leider bewirkt er, dass ein Problem auftaucht, das bei weniger restriktiven
Zeitschranken nie vorhanden war: Ein Martingal muss nach Definition nicht nur Rechenaufwand
in die Vorhersage der néchsten Bits investieren — es entsteht auch Aufwand dabei, den bisherigen
Kapitalverlauf nachzuverfolgen. Eine Beschrinkung der Abh#ngigkeitsmengen in diesem Ansatz
sorgt dann dafiir, dass Klassen wie SPARSE, deren Vorhersagbarkeit sehr einfach ist, nicht
mehr iiberdeckt werden kénnen, da die Verwaltung des aktuellen Kapitals zu aufwindig ist.

Der I' Z-Ansatz mit Supermartingalen ist #hnlich natiirlich wie der gerade betrachtete. Hier
haben wir die Moglichkeit, Abhéngigkeitsketten zu durchtrennen. Dies macht die Supermartingale
wesentlich méchtiger, so dass auch SPARSE iiberdeckbar wird. Leider ist die andere Seite der
selben Medaille jedoch, dass Situationen entstehen konnen, in denen eine « echte » Wette (also
eine Wette mit Einsatz # %) an einer bestimmten Stelle im weiteren Verlauf des Kapitals aus
der Abhéngigkeitsmenge verschwindet. Dies widerspricht der Intuition und verursacht allerlei
Probleme, wie wir gesehen haben. Auflerdem hat dieser Ansatz die unschone Eigenschaft, dass

man zwei Nullmengen finden kann, deren Vereinigung ein Maf} # 0 hat.

Die vom I' Z-Ansatz abgeleitete Quotientenformulierung ist der sicherlich technischste der be-

trachteten Anséitze. Die dahinter stehende Idee ist, dass man eine Moglichkeit schafft, aus
einzelnen Uberdeckungen auf einfache Weise eine universelle Uberdeckung zu konstruieren. Die
Schwierigkeit, bei der Konstruktion solcher Uberdeckungen ist, die Fairness der Uberdeckung
sicherzustellen. In der Quotientenformulierung wird deshalb die nummerierte Aufzihlung einge-
fithrt, und die Moglichkeit, dagegen zu diagonalisieren, indem gegen jedes einzelne Martingal der
Aufzéhlung diagonalisiert wird, und dann aus den enstandenen Diagonalsprachen das direkte
Produkt gebildet wird.

Der Vorteil dieses Ansatzes ist, dass man in einer nummerierten Aufzéihlung Verletzungen der
Fairnessbedingung verzogert erkennen kann, und der hohe Aufwand fiir diese Uberpriifung damit
kein Problem mehr ist. Dies wire z.B. bei der Summation der an den Uberdeckungen beteiligten
Supermartingale nicht moglich gewesen, denn hier kann i. Allg. bereits eine einzige unfaire Stelle

43
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das gesamte konstruierte universelle Supermartingal ungiiltig machen.

Die zusétzliche Forderung nach der Uberdeckung von unter Quotienten abgeschlossenen Mengen
beim 2-Ansatz spielt beim Beweis, dass P nicht Maf3 0 hat, eine wichtige Rolle. Leider ist es
jedoch diese Eigenschaft, die ein &uflerst unnatiirliches Verhalten beziiglich der Bi-Immunitéit
verursacht.

Der Ansatz der Martingalfamilien ist wiederum relativ natiirlich. Im Wesentlichen beruht er
darauf, dass man mehrere der I'-Martingale « parallel » laufen lasst, und zwar so, dass sich ihre
Abhéngigkeitsmengen nicht iiberlappen. Dies ermoglicht es, auf jeder Stelle zu wetten, und damit
Mengen wie SPARSE iiberdecken zu konnen. Der Ansatz erlaubt viele einfach und elegante
Beweise. Der Preis ist jedoch die Vereinigungseigenschaft: Wenn mehrere Martingalfamilien
zu einer « universellen Martingalfamilie » vereinigt werden sollen, so hat man das Problem,
dass die Zustandigkeitsbereiche der Familie i. Allg. nur dann klein bleiben werden, wenn die
Zusténdigkeitsbereiche der zu vereinigenden Familien alle gleich sind. Dies ist eine Schwéche die
direkt aus der Idee folgt, die dem Ansatz zugrundeliegt, und sich deshalb kaum beheben lisst.

Der letzte Ansatz ist der von uns eingefiihrte - Ansatz mit Strategien, deren Abhéngigkeitsmengen
beschriinkt sind. Dieser Ansatz ist recht einfach und elegant, hat aber den Nachteil, dass anders
als sonst iiblich die Beschrankungen nicht auf die Martingale sondern auf deren zugrundeliegende
Strategien verhéngt werden. Wir haben gesehen, dass dieser Ansatz allgemeiner ist, als der Ansatz
der Martingalfamilien. Wir kénnen also SPARSE iiberdecken, da wir darauf viele aber einfache
Wetten tétigen kénnen. Auch hier haben wir aber das Problem, dass es uns nicht gelungen ist,
zu zeigen, wie sich dieses Maf fiir Vereinigungen von Nullmengen verhélt.
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Tabelle 7.1: Zusammenfassung der Definitionen der Mafe
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